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Kurzfassung

Im Zusammenhang mit dem internationalen Projekt Inter-Tetra unter der Beteiligung der Mathema-
tik- und Physikdidaktik der Universitit Siegen sowie den entsprechenden Instituten der Hanoi Na-
tional University of Education wird unter anderem ein Modul zum fachdidaktisch-verbindenden
Lehren und Lernen in den Lehramtsstudiengédngen Mathematik und Physik in Vietnam implemen-
tiert. Die inhaltliche Gestaltung der Modulveranstaltungen zeichnet sich durch den fachdidaktischen
Vergleich der beiden Unterrichtsfacher aus. Ein fir den Vergleich ausgewahlter Inhalt ist die Er-
kenntnisgewinnung. In der Mathematik sowie im Mathematikunterricht ist der Beweis das zentrale
Element der Erkenntnisgewinnung. In der physikalischen Erkenntnisgewinnung nimmt die experi-
mentelle Methode bzw. im Physikunterricht das Experiment einen wichtigen Platz ein. In den letzten
Jahren werden im Mathematikunterricht zunehmend auch experimentelle Arbeitsweisen eingesetzt.
Entsprechend legt man im Physikunterricht im Zuge der Kompetenzorientierung groRen Wert auf
das Argumentieren. Aus diesen Synergien entsteht ein spannendes Forschungsfeld der Mathematik-

und Physikdidaktik, welches in diesem Vortrag vorgestellt werden soll.

1.Das Projekt InterTetra

InterTetra ist eine Abkirzung fiir ein internationales
Projekt mit der vollstdndigen Bezeichnung ,,Coope-
ration between the Universities of Siegen and Hanoi
for developing and implementing an Interdisciplinary
Teacher Training (Ma + Phy) as a Contribution to a
Competency-related Curriculum in Vietnam®“. Am
Projekt sind vier Institutionen beteiligt, ndmlich die
Mathematikdidaktik und Physikdidaktik der Univer-
sitat Siegen sowie entsprechende Institute der Hanoi
National University of Education [1].

Eines der Ziele des Projektes ist die Entwicklung und
Implementierung eines Moduls in der Mathematik-
und Physiklehrerausbildung zu kompetenzbasiertem
facherverbindenden Lehren. Das innovative an die-
sem Ansatz fur Vietnam ist, dass dort die Ausbildung
nur in einem Unterrichtsfach erfolgt, sodass eine tiber
das eigene Fach hinausgehende Perspektive in der
Phase der Ausbildung ganzlich fehlt. Zukinftig ist je-
doch zusétzlich zu den einzelnen Féachern die Einflh-
rung eines sogenannten MINT-Faches geplant, so-
dass in der Praxis facherverbindende Ansichten vo-
rausgesetzt werden. Um dieser Diskrepanz entgegen-
zuwirken soll ein Modul in der Lehreraushildung,
eine entsprechende Lehrerfortbildung und ein Lehr-
buch konzipiert, erprobt und evaluiert werden.

Der Schwerpunkt des geplanten Moduls sowie des
Lehrbuchs liegt auf der vergleichenden Diskussion
didaktischer Theorien der beteiligten Fécher. Die Ba-
sis fir diesen Vergleich stellt eine Lehrbuchanalyse

dar [2]. Ein fur den Vergleich ausgewéhlter Inhalt ist
die Erkenntnisgewinnung, die die Erkenntnismetho-
den der beiden Fachdisziplinen sowie die wichtigsten
unterrichtsbezogenen Kompetenzen der Erkenntnis-
gewinnung beinhaltet.

Im Folgenden sollen zuerst die Erkenntnismethoden
der Physik als Disziplin sowie die Erkenntnisgewin-
nung im Rahmen des Unterrichtsfachs Physik umris-
sen werden. Nachfolgend wird eine entsprechende
Kurzanalyse flr die Mathematik bzw. fur den Mathe-
matikunterricht vollzogen, um zum Schluss einen
Vergleich zu ziehen und Folgerungen fir die Lehrer-
aushildung abzuleiten.

2.Erkenntnismethoden der Physik

In einigen Werken werden induktive und deduktive
Vorgehensweisen als naturwissenschaftliche Metho-
den dargestellt: Unter der induktiven Vorgehens-
weise im naturwissenschaftlichen Bereich versteht
man zumeist den Weg von experimentell gewonne-
nen Erkenntnissen zu den allgemeinen Gesetzen und
Theorien [3]. Der deduktive Weg zeichnet sich
dadurch aus, dass die Erkenntnisgewinnung mit einer
Antizipation bzw. einer Hypothese beginnt, aus der
anschlieBend konkrete Satze abgeleitet und mit ande-
ren Sétzen auf logische Beziehungen gepriift werden
[4]. Diese beiden Vorgehensweisen beschreiben die
Methodologie der Physik jedoch nur unzureichend [3,
5,6,7,8].
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Kuhn [6] fuhrt eine geschichtliche Analyse der Phy-
sik durch und unterscheidet auf ihrer Basis zwischen
folgenden methodischen Konzepten: In der klassi-
schen Physik - Galileis ,,metodo compositivo*“ und
Newtons axiomatische Methode; In der modernen
Physik - Einsteins Modell der Theoriekonstruktion
(,,EJASE-Prozess*). Schwarz [9] bezeichnet die von
Galilei gegriindete ,,metodo compositivo* als ,,expe-
rimentelle Methode* und misst dieser methodischen
Vorgehensweise die zentrale Bedeutung in der Physik
bei. Diese Methode beinhaltet zusétzlich zum Expe-
riment den theoretischen Rahmen, in dem dieses ein-
gebettet ist. Schwarz [10] beschreibt die experimen-
telle Methode wie folgt: ,,Unter dieser Methode ver-
steht man bekanntlich das Wechselspiel zwischen
Theorie und Experiment, bei dem eine zuvor im Rah-
men von Modelluberlegungen und theoretischen Vor-
hersagen geplante Versuchsanordnung darlber ent-
scheiden soll, ob die prognostizierten Entitaten, Zu-
sammenhdange oder Phdnomene in der Natur tatséch-
lich vorhanden sind“ [10, S. 3].

Die Theorie und das Experiment in der Physik sind
also auf dem Weg zur Erkenntnis auf eine gewisse
Weise miteinander verknupft, die als Wechselspiel
angesehen werden kann. Kuhn [11] schreibt dazu:
»Naturwissenschaftliche Erkenntnisse basieren zwar
auf Naturbeobachtungen, aber sie werden nicht rein
empirisch gewonnen. Das Experiment ist eine ge-
zielte theoriegeleitete Beobachtung. Es dient der Pru-
fung von Hypothesen ber den vermuteten Zusam-
menhang der Naturvorgénge. Dementsprechend gibt
es keinen direkten Weg von den Sinneswahrnehmun-
gen zu physikalischen Begriffen.“ [11, S. 2]

Im Unterricht kann die experimentelle Methode in der
hier definierten Form aus vielerlei Griinden (wie zeit-
lichen, lerntheoretischen, didaktisch-methodischen
sowie aufgrund ihrer Komplexitat) nur in seltenen
Fallen vom Lehrer als Erkenntnisweg initiiert wer-
den. Den Lernenden sollte jedoch keineswegs vorent-
halten werden, was hinter dieser physikalischen Me-
thode zu verstehen ist. Empfehlenswert ist es hierfur
auf Galilei zurickzugreifen und seine Vorgehens-
weise bei der Herleitung der GesetzméaRigkeiten einer
gleichméRig beschleunigten Bewegung aus histori-
scher Perspektive zu betrachten [12,13].

Auch Kircher ist der Meinung: ,,[...] physikalische
Methoden sind nicht a priori fur den Physikunterricht
qualifiziert* [3, S. 794]. Wodurch zeichnet sich dann
die Erkenntnisgewinnung im Unterrichtsfach Physik
aus?

3.Erkenntnisgewinnung im Physikunterricht

Die Wege, mit welchen sich Schilerinnen und Schii-
ler im Unterricht das physikalische Wissen aneignen,
sind mit den Methoden, mit denen Wissenschaftler zu
ihren physikalischen Erkenntnissen gelangen, nicht
identisch. Dies liegt unter anderem darin begriindet,
dass Wissenschaftler iiber ganz andere Problemldse-
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fahigkeiten, Vorkenntnisse und Techniken als Ler-
nende verfiigen. Der Physikunterricht kann also den
physikalischen Methoden nicht ohne Weiteres folgen

3.

Die Bausteine und Tatigkeiten der naturwissenschaft-
lichen Arbeitsmethoden sind jedoch auch die typi-
schen Merkmale des naturwissenschaftlichen Unter-
richtes und somit des Physikunterrichtes. Die Techni-
ken und Tétigkeiten, die also in einem engen Zusam-
menhang mit dem Erkennen physikalischer Sachver-
halte stehen, wie beispielsweise Beobachten, Messen
und Experimentieren, Modelle und Analogien an-
wenden, Theorien und Begriffe verstehen, werden da-
her der unterrichtsbezogenen Kompetenz ,,Erkennt-
nisgewinnung* zugeordnet [14].

Aus kapazitiven Griinden wird im Folgenden nur auf
das Experimentieren als dominierende Vorgehens-
weise bei der Erkenntnisgewinnung im Physikunter-
richt ndher eingegangen:

3.1. Experimentieren im Physikunterricht

Das Experiment ist das wesentliche Merkmal des na-
turwissenschaftlichen Arbeitens und hat daher eine
zentrale Stellung im Physikunterricht. Kircher [3]
misst dem Experiment im Unterricht aus vielerlei
Uberlegungen eine herausragende Bedeutung bei.
Dabei fuhrt er Griinde wie die Nachfolgenden auf:
Ein Experiment ist ein unverzichtbarer Bestandteil
der physikalischen Methodologie; viele Unterrichts-
ziele sind mit dem Schilerexperiment eng verknipft
usw.

Das Experimentieren als eine der grundlegenden Fa-
higkeiten der Schilerinnen und Schiler im naturwis-
senschaftlichen Unterricht wird als sogenannte ,,ex-
perimentelle Kompetenz“ bezeichnet. Zur Beschrei-
bung der experimentellen Kompetenz werden unter-
schiedliche Modelle herangezogen, die diese Fahig-
keit in Teilkompetenzen zerlegen. So wird im Modell
von Hammann [15] zwischen drei Teilkompetenzen
unterschieden: (i.) das Suchen und Aufstellen von
Hypothesen, (ii.) die Planung und Durchfiihrung von
Experimenten sowie (iii.) die Analyse der experimen-
tellen Ergebnisse. Auch bei Schreiber, TheyRen und
Schecker [16] findet man ein darauf basierendes Mo-
dell vor (Tabelle 1), wobei die Hypothesenbildung
und Entwicklung von Fragestellungen der Kompo-
nente Planung zugeordnet werden.

Aus diesem Modell wird ersichtlich, dass das Experi-
mentieren viel mehr als die bloRRe Durchfiihrung eines
Experimentes beinhaltet: Zur ersten Komponente des
Experimentierens, ndmlich zur Planung, werden be-
reits mehrere Teilschritte gezéhlt: Fragestellungen
entwickeln, Fragestellungen kléren, Hypothesen bil-
den und Erwartungen formulieren. Nach Meinung
von Schreiber, TheyRen und Schecker [16] wird der
Hypothesenbildung im Unterricht, in Anlehnung an
das wissenschaftliche Arbeiten, jedoch zu viel Bedeu-
tung beigemessen, denn das wissenschaftliche Expe-
rimentieren und das Experimentieren im Rahmen des
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Unterrichtes unterscheiden sich trotz &hnlicher Struk-
turierung. Der Entwurf eines Versuchsplanes, zu dem
auch die Parameterkontrolle gehdrt, wird in diesem
Modell als ein eigenstandiger Schritt zwischen Pla-
nung und Durchfiihrung angesehen. Da die Parame-
terkontrolle sowohl bei der Planung als auch bei der
Durchfuhrung des Experimentes berticksichtigt wer-
den soll, kann der experimentelle Aspekt ,,Versuchs-
plan“ in diesem Modell nicht eindeutig zugeordnet
werden [16].
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Tab. 1: Modell der experimentellen Kompetenz nach [15]

Zur Komponente ,,.Durchfithrung des Versuches* ge-
héren nach diesem Modell vier Teilschritte: (i.) Zu-
sammenstellung der Geréte, (ii.) Aufbau der Ver-
suchsanordnung, (iii. - iv.) Messwertaufnahme und —
dokumentation. Die Auswertung, als der letzte Schritt
des Modells, beinhaltet die Aufbereitung von Daten
(beispielsweise tabellarisch oder grafisch) und ihre
Verarbeitung (z.B. Untersuchung der Zusammen-
hénge zwischen GroRen) sowie die Interpretation der
Ergebnisse bezuglich der eingangs formulierten Fra-
gestellungen. Ein weitere Teilschritt ,,Umgang mit
Problemen und Fehlern® ist nach diesem Modell eine
Schnittstelle zwischen Durchfiihrung und Auswer-
tung [16].

3.2. Didaktisch-methodische Anmerkungen zum
Experimentieren als Methode der Erkenntnis-
gewinnung im Physikunterricht

Muckenfull [17] warnt davor, das hypothesengelei-
tete Experimentieren im Unterricht mit dem in der
Wissenschaft zu vergleichen und folgert aus didakti-
scher Sicht: ,,Fiir den Physikunterricht erscheint [in
diesem Licht] das Zelebrieren eines angeblichen
Standardweges zu physikalischer Erkenntnis nach
dem Schema ,,Problemfrage” — ,Vermutung“ —
»versuchsplanung® — | Experiment“ — , Beobach-
tung™ — ,,Schussfolgerungen‘ nicht als der Weisheit
letzter Schluss* [17, S.5].

Er begrindet seine Aussage damit, dass es sich im
Unterricht in der Regel um eine stark verkiirzte Vari-
ante des wissenschaftlichen hypothesengeleiteten Ex-
perimentierens handelt, da Experimente im Vorfeld
von Lehrmittelherstellern sowie von Lehrpersonen
sorgfaltig vorbereitet bzw. entwickelt werden. Die
theoretische Voriberlegung, die zur experimentellen
Methode gehort, ,steckt in den Konstruktionsmerk-
malen des speziellen Lehrgerates und in der sorgfal-
tigen Vorbereitung des Versuches durch die Lehr-
kraft* [17]. An der Planung des Experimentes sind die
Schilerinnen und Schiller demnach nur oberflachlich
beteiligt. Im Unterricht geht es in den meisten Fallen
um ,,die anschauliche und attraktive Vermittlung der
Theorie und nicht um authentisches hypothesengelei-
tetes Experimentieren“ [17, S.18]. Auch Héttecke
[18] warnt davor die Schiilerexperimente als Beispiel
fir die Arbeitsweise von Wissenschaftlern hinzustel-
len. Demnach erflllen Experimente in der Wissen-
schaft andere Funktionen als die Experimente im Un-
terricht.

3.3. Funktionen des Experimentes im Unterricht

Wie bereits erwahnt, ist das Experiment im Unterricht
stark mit den unterrichtlichen Zielen verkniipft und
kann daher zu verschiedenen Zwecken eingesetzt
werden. Die Funktionen des Experimentes, wie bei-
spielsweise die ,,Demonstration eines Ph&nomens®
sind sehr vielfaltig. Diese werden in Anlehnung an
Girwidz [19] im Folgenden erldutert. Aus Grinden
der Ubersichtlichkeit werden die von Girwidz aufge-
flhrte Funktionen zusétzlich in drei Kategorien ein-
geteilt:

(i) An physikalische Arbeitsweise angelehnte Experi-
mente: Zu dieser Kategorie werden hier Experimente
gezéhlt, die dem Zweck dienen, GesetzmaRigkeiten
erfahrbar zu machen, theoretische Aussagen zu pri-
fen, Gesetze quantitativ zu Oberprifen, naturwissen-
schaftliches Arbeiten im unterrichtlichen Rahmen zu
ermdglichen sowie Meilensteine unserer Kulturge-
schichte kennenzulernen (Tabelle 2).

Diese Kategorie soll am Beispiel der Funktion ,,Ge-
setze quantitativ tiberpriifen* erldutert werden: Theo-
retische Aussagen bzw. Gesetze, die aus Theoriebe-
trachtungen gewonnen oder axiomatisch aufgestellt
wurden, werden auch im Unterricht, in Anlehnung an
die wissenschaftliche VVorgehensweise, durch Experi-
mente darauf geprift, wie sinnvoll diese bei der Be-
schreibung von Naturereignissen sind. Die Uberprii-
fung kann qualitativ oder quantitativ erfolgen. Ein
Beispiel zur qualitativen Uberprifung einer theoreti-
schen Aussage ist das Vakuumrohr-Experiment zum
freien Fall, in dem eine Feder genauso schnell fallt
wie ein Stein.

Unter der Kategorie (ii) Experimente zum Aufbauen

von Grunderfahrungen und Konzepten: werden hier
unter anderem Experimente verstanden, die dem
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Zweck dienen, physikalische Konzepte zu verdeutli-
chen, Grunderfahrungen aufzubauen, etc. (Tabelle 2).

So lassen sich beispielsweise physikalische Konzepte
und Modelle im Rahmen von Experimenten auf die
folgende Art und Weise deutlich machen: Das Kon-
zept der geradlinigen Ausbreitung des Lichtes bzw.
das Modell ,,Lichtstrahl*“ kann verdeutlicht werden,
indem ein Laserstrahl mit Hilfe von Kreidestaub
sichtbar gemacht wird. Dies visualisiert die Geradli-
nigkeit der Lichtausbreitung und schafft eine Vorstel-
lung von Lichtstrahlen [18].

Experimente die die Motivation und das Interesse we-
cken, Schilervorstellungen prifen und nachhaltig
Eindriicke vermitteln, werden hier zur Kategorie (iii)
Beriicksichtigung weiterer lernpsychologischer As-
pekte zusammengefasst. Experimente, die zu diesem
Zwecke eingesetzt werden, verfolgen nicht primér
das Ziel der Erkenntnisgewinnung, sie sind jedoch fur
erfolgreiche Wissensvermittlung aus lernpsychologi-
scher Sicht von hoher Bedeutung.
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o  Gesetze quantitativ Oberpri-
fen

e naturwissenschaftliches Ar-
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Tab. 2: Ubersicht iiber die Funktionen des Experimentes
nach Girwidz [19], eingeteilt in drei (ibergeordnete Katego-
rien
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3.4. Weitere mit der Erkenntnisgewinnung ver-
wandte Arbeitsweisen und Kompetenzen im
Physikunterricht

Die mit Erkenntnisgewinnung eng verknipften Tétig-
keiten wie Experimentieren, Messen, Beobachten,
Theorien- und Begriffsbildung nachvollziehen etc.,
sollten im Unterricht nicht isoliert betrachtet werden.
Sie sind Komponenten im Gesamtgefiige auf dem
Weg zum Erwerb physikalischer bzw. naturwissen-
schaftlicher Bildung. So tragt beispielsweise die
Kompetenz ,Beherrschen der Fachsprache®, zwei-
felsfrei auch zur Erkenntnisgewinnung bzw. zum
Verstandnis der physikalischen Theorien im Unter-
richt bei. Auf alle wichtigen Kompetenzen kann im
Rahmen dieses Artikels nicht gesondert eingegangen
werden. Eine Fahigkeit, ndmlich die des Argumentie-
rens (z.B. im Rahmen eines Experimentes flir oder
gegen die aufgestellte Hypothese) scheint in Anbe-
tracht der aktuellen didaktischen Forschungsergeb-
nisse jedoch von grof3er Bedeutung zu sein, da sie in
besonderer Weise zur Erkenntnisgewinnung beisteu-
ert [20].

Naturwissenschaftliches Argumentieren ist eine Ar-
beitsweise, die mit den Téatigkeiten wie Modellieren
und hypothesengeleitetes Experimentieren eng ver-
knipft ist. Argumente werden im Physikunterricht
dann eingesetzt, wenn beispielsweise alternative Lo-
sungen eines physikalischen Problems vorliegen,
wenn es gegensatzliche theoretische Ansétze gibt o-
der allgemein bei Widerspriichen und kognitiven
Konflikten [21].

Gromadecki [22] pladiert fur die Forderung der argu-
mentativen Fahigkeiten von Lernenden im Physikun-
terricht. Sie begriindet ihre Forderung damit, dass es
sich beim Argumentieren um eine naturwissenschaft-
liche Arbeitsweise handelt und beleuchtet die Wich-
tigkeit des Argumentierens aus verschiedenen Per-
spektiven:

Aus naturwissenschaftlicher Sicht hat diese Arbeits-
technik eine besondere Bedeutung, da Argumentieren
das Kernstiick des kritischen und folgerichtigen Den-
kens bildet (wie auf Platon und Sokrates zurlickzu-
flhren ist, zitiert nach [22]). Um ein addquates Bild
von der Fachwissenschaft im Unterricht zu vermit-
teln, sollte die sogenannte Metastruktur der Physik
diskutiert und gelernt werden. Unter der Metastruktur
ist die physikgeschichtliche, die wissenschaftsethi-
sche, die gesellschaftliche und die politische Kompo-
nente der Physik zu verstehen [3]. Werden Fragestel-
lungen aus diesen Themenbereichen diskutiert, so
spielt die argumentative VVorgehensweise eine aufer-
ordentlich wichtige Rolle. Nicht zuletzt ist der argu-
mentative Teil bei der Kommunikation unter den
Wissenschaftlern auf Tagungen und Konferenzen
von groRer Bedeutung, da neue Erkenntnisse unter
Wissenschaftlern auch verbal ausgehandelt werden.

Aus der Perspektive der naturwissenschaftlichen Me-
thodik verweist Gromadecki auf McComas [23] und
erlautert, dass der Prozess der Erkenntnisgewinnung
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erst durch entsprechende Argumente abgerundet
wird. Weitere Grinde, die von Gromadecki [22] zur
Legitimation der besonderen Beachtung der Argu-
mentation im Unterricht aufgefiihrt werden, sind die
Ausbildung von prozeduralen Fahigkeiten und die
Zugehdorigkeit der Argumentation zur naturwissen-
schaftlichen Grundbildung.

4. Erkenntnismethoden der Mathematik

Bei der formalen Mathematik handelt es sich um eine
Wissenschaft zur Untersuchung abstrakter Struktu-
ren. Die Untersuchung erfolgt dabei mit Hilfe spezi-
fizierter Schlussregeln. Harro Heuser beschreibt dies
in seinem bekannten Lehrwerk zur Analysis wie
folgt:

,,Es versteht sich heutzutage von selbst, daB3 jede Dar-
stellung der Analysis gemald der axiomatischen Me-
thode zu erfolgen hat: Der ganze Bestand analytischer
Aussagen mul? streng deduktiv aus einigen Grundei-
genschaften reeller Zahlen entfaltet werden. Jede ma-
thematische Disziplin verdankt ihre Sicherheit, ihre
Uberzeugungskraft und ihre Schonheit dieser Me-
thode. Zu sehen, wie der reiche Teppich der Analysis
mit seinen unendlich mannigfaltigen Farben und Fi-
guren aus wenigen Faden (den Axiomen Uber reelle
Zahlen) enger und enger gekniipft wird — das ist eine
geistige Erfahrung hdchsten Ranges, um die kein Stu-
dent betrogen werden darf.* [24], (S.5)

Das zentrale Element der Mathematik ist somit der
Beweis, der die deduktive Herleitung eines mathema-
tischen Satzes nach bestimmten Schlussregeln aus
Axiomen und zuvor bereits bewiesenen Satzen dar-
stellt. Es lassen sich verschiedene Beweisarten unter-
scheiden wie der direkte und der indirekte Beweis, die
vollistdndige Induktion oder die vollstdndige Fallun-
terscheidung.

Auch wenn die Absicherung von Sétzen in der Ma-
thematik deduktiv durch einen formalen Beweis ge-
schieht, sind empirische Arbeitsweisen bei der Gene-
rierung von Hypothesen durchaus etabliert. So kann
es sinnvoll sein, eine Vermutung zunéchst an einzel-
nen Beispielen oder Klassen von Beispielen auszu-
probieren. Dies stellt allerdings in der Mathematik
keinesfalls eine Verifikation dieser Aussagen dar.

Eine solche formale Auffassung von Mathematik
wird insbesondere an Universitdten vermittelt. Die
Darstellung der Mathematik im Schulunterricht un-
terscheidet sich hiervon insbesondere in Bezug auf
die Wege der Erkenntnisgewinnung teilweise stark
[25], wie es im Folgenden aufgezeigt wird.

5.Erkenntnisgewinnung im Mathematikunter-
richt

Im Gegensatz zu einer formalen Darstellung der Ma-
thematik ist das mathematische Wissen von Kindern
empirisch-gegenstandlicher Art ([26], [27]). Es wird
im Unterricht insbesondere durch den Umgang mit

realen Phdnomenen entwickelt, sodass eine ontologi-
sche Bindung des mathematischen Wissens mit Be-
zug auf gewisse empirische Referenzobjekte entsteht.
Damit sind die Untersuchungsgegenstande der Schul-
mathematik in weiten Teilen keine abstrakten Ob-
jekte, sondern konkrete empirische Objekte. Dieses
Ph&nomen wird durch den vermehrten Einsatz digita-
ler Technologien noch einmal verstarkt [28].

Damit ist auch die Rolle des Beweises in der Schul-
mathematik eine andere als in der Mathematik als
Fachwissenschaft. Jahnke und Ufer (2015) beschrei-
ben dies folgendermalien:

,,Es besteht ein weitgehender Konsens, dass sich ein
axiomatisch-deduktives Vorgehen im allgemeinbil-
denden Mathematikunterricht verbietet. Vom Bewei-
sen bleibt dann der Anspruch ubrig, dass Aussagen
auf Grinde zuriickgefiihrt werden sollen. Welche
Griinde als akzeptabel gelten, hdngt vom Entwick-
lungsniveau der Schilerinnen und Schuler ab und ist
letztlich Sache des in einer Lerngemeinschaft vorge-
fundenen ,,geteilten Wissens“.“ [29], (S.333f.)

Somit gibt es neben dem formalen Beweis weitere
Beweisformen, die im Mathematikunterricht verwen-
det werden. Wittmann und Muller [30] unterscheiden
diesbeziglich drei Formen des Beweises:

Experimentelle Beweise

Experimentelle Beweise sind Verifikationen von
Aussagen an einzelnen Beispielen. Dies umfasst
,Veranschaulichungen, Plausibilititsbetrachtungen,
empirische Verifikationen und an Beispielen erléu-
terte Regeln, die bestimmte Aufgabenfelder erschlie-
Ben* ([30], S.248). Experimentelle Beweise verlan-
gen weder logische Schlussfolgerungen noch das for-
male Formulieren eines Zusammenhangs. Sie bieten
allerdings auch keine abschlieBende Sicherheit be-
zuglich der Allgemeingiltigkeit. Ein Beispiel fir
diese Beweisform ist das Abreiflen und Aneinander-
legen von Dreiecksecken zur Begrindung des Innen-
winkelsummensatzes.

Abb. 1: Begriindung des Innenwinkelsummensatzes am
Dreieck durch Abreiflen von Papierecken
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Inhaltlich-anschauliche Beweise
Inhaltlich-anschauliche Beweise sind mehr als das
Zeigen der Gultigkeit einer Aussage an einzelhen
Beispielen. Sie stiitzen sich auf ,,Konstruktionen und
Operationen, von denen intuitiv erkennbar ist, dass
sie sich auf eine ganze Klasse von Beispielen anwen-
den lassen und bestimmte Folgerungen nach sich zie-
hen* ([30], S.249). Es handelt sich bei inhaltlich-an-
schaulichen Beweisen um eine Kette korrekter
Schlisse — diese missen allerdings nicht formal for-
muliert sein und dirfen explizit auf empirische Ob-
jekte Bezug nehmen. Ein Beispiel fir einen inhalt-
lich-anschaulichen Beweis bildet die Begriindung des
Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung
auf der Basis eines Integraphen — ein mechanisches
Instrument zum Zeichnen einer Integralkurve [28].

Abb. 2: Integraph zum inhaltlich-anschaulichen Beweisen
des Hauptsatzes der Analysis ([31])

Formal-deduktive Beweise

Der formal-deduktive Beweis entspricht dem wissen-
schaftlichen Beweis, bei dem eine Aussage in einem
strengen logischen Prozess aus einer anderen Aus-
sage abgeleitet wird. Das Ziel ist die Darstellung als
logische Beweiskette in méglichst kurzer Form. Da-
bei wird stets eine formale algebraische Sprache ver-
wendet.

Neben den von Wittmann und Miiller [30] aufgestell-
ten Beweisarten lassen sich weitere Formen unter-
scheiden, die allerdings aus Kapazitatsgriinden an
dieser Stelle nicht ausgefiihrt werden konnen. Es
bleibt dabei die Frage, welche Beweisform fur den
Mathematikunterricht angemessen ist. So geniigt es
auf der einen Seite sicherlich nicht, sémtliche mathe-
matischen Séatze, die vom Wesen her Allaussagen
darstellen, nur noch an Einzelbeispielen zu tberpri-
fen. Auf der anderen Seite ist die ausschlieBliche Ver-
wendung formaler Beweise fur Schilerinnen und
Schuler schwer zugénglich. Ein differenzierender
Mathematikunterricht stellt verschiedene Beweise
zur Verfiigung, sodass die Art der Begriindung ange-
passt an den individuellen Wissensstand vom Lernen-
den gewahlt werden kann. Auf diese Weise kdnnen
die Schilerinnen und Schiler schrittweise zu forma-
len Beweisen gefuhrt werden.
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Im Mathematikunterricht sind neben der Verifikation
einer Aussage weitere Intentionen mit dem Beweisen
verbunden. De Villier [32] nennt sechs Funktionen
des Beweisens im Mathematikunterricht:

o Verifikation: Festlegung der Giiltigkeit einer
Aussage
Erklarung: Warum ist die Aussage wahr?
Systematisierung: Organisation verschiede-
ner Sétze in einem logischen Zusammen-
hang
Entdeckung: Erzeugen neuer Ergebnisse
Kommunikation: Vermittlung mathemati-
schen Wissens

o Intellektuelle Herausforderung: Selbstver-
wirklichung durch die Entwicklung eines
Beweises

Diese verschiedenen Beweisfunktionen finden im
Mathematikunterricht Berlicksichtigung und préagen
den empirisch-gegensténdlichen Charakter der Schul-
mathematik.

6. Folgerungen

6.1. Vergleich der Erkenntniswege

Die vorangegangenen Ausfiihrungen haben gezeigt,
dass sich die Erkenntniswege in der Mathematik und
der Physik in zahlreichen Punkten unterscheiden (Ta-
belle 3). Dies liegt insbesondere an den verschiede-
nen untersuchten Objekten. In der Mathematik wer-
den einerseits konstruierte abstrakte Objekte betrach-
tet. Dies schlieRt naturlich nicht aus, dass mathemati-
sche Erkenntnisse auf reale Objekte Ubertragen wer-
den kdénnen. Andererseits untersucht die Physik ex-
plizit reale Objekte und Situationen mit Hilfe der Ma-
thematik. Dabei werden aber auch theoretische Uber-
legungen einbezogen.

Ein weiterer wichtiger Unterschied zwischen den bei-
den Wissenschaften ist die Qualitat der Schlussfolge-
rungen. Aussagen in der Mathematik kdnnen entwe-
der wahr oder falsch sein —andere Méglichkeiten gibt
es nicht. Grundlage dafur ist der mathematische Be-
weis, bei dem Aussagen deduktiv aus Axiomen abge-
leitet werden. So bleibt das einmal verifizierte Wissen
fir immer erhalten - mathematische Aussagen sind
daher zeitunabhéngig. In der Physik werden Aussa-
gen auf der Grundlage von Modellen der Realitat un-
tersucht. Da die Modelle nicht der Realitat selbst ent-
sprechen, kann man nur sagen, ob es sich um eine
gute oder schlechte Beschreibung handelt. Diese Eig-
nung wird durch ein physikalisches Experiment (iber-
pruft. So kann es immer eine bessere Beschreibung
geben — deshalb kénnen physikalische Aussagen
nicht unabhéngig von der Zeit gesehen werden.

Die Rolle der Theorie und der Empirie ist daher in der
Mathematik und Physik sehr unterschiedlich. In der
Mathematik erfolgt die Uberpriifung einer Aussage
ausschlieBlich durch formales Beweisen und damit
auf rein theoretischer Ebene. Die Generierung von
Hypothesen kann jedoch empirisch erfolgen. Auch in
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der Geschichte der Mathematik kénnen verschiedene
Beispiele mathematischer Theorien mit einem star-
ken Bezug zur Empirie angefuhrt werden — so ge-
nannte empirische Theorien ([26], [27]). In der Phy-
sik miissen Aussagen Uber reale Sachverhalte mit em-
pirischen Objekten Uberprift werden. Diese werden
durch das physikalische Experiment empirisch verifi-
ziert. Physikalische Theorien beinhalten aber auch
theoretische Elemente, so genannte theoretische Be-
griffe (z.B. Kraft), die keine direkten empirischen Re-
ferenzobjekte besitzen.

In der Mathematik und der Physik als Schulfécher
verschwimmen diese recht strengen Grenzen — und
das steht nicht im Gegensatz zu einer adaquaten The-
orieentwicklung. Schiilerinnen und Schiiler im Ma-
thematikunterricht entwickeln das Wissen weitge-
hend auf der Grundlage von empirischen Objekten.
Dazu gehdren viele ikonische und enaktive Darstel-
lungen sowie aufermathematische Anwendungen,
z.B. aus der Physik. Wie aus den obigen Ausfihrun-
gen hervorgeht, sind neben dem formalen Beweis
auch andere informelle experimentelle Beweisarten
maoglich, die nicht den Anforderungen der Mathema-
tik als Wissenschaft entsprechen. Dennoch kdnnen
sie eine sinnvolle Grundlage fiir die Entwicklung des
Wissens der Schuler bilden. Im Physikunterricht ver-
wenden jingere Schiler vor allem empirische Argu-
mente, um Theorien zu entwickeln und zu begrinden.
In héheren Klassen werden zunehmend theoretische
Elemente aus der Mathematik in die Theorieentwick-
lung einbezogen.

6.2. Folgerungen fiir die Lehrerbildung

Der Umgang mit den Erkenntniswegen der Mathema-
tik und Physik kann fur Lehramtsstudierende und aus-
gebildete Lehrkréfte beider Facher einen interessan-
ten Diskussionsgegenstand darstellen. So kann die
Beschéftigung mit der Thematik fur die Prazisierung
der Eigenschaften des eigenen Faches im Sinne der
Konzepte ,,Nature of Science* und ,,Auffassungen
von Mathematik® sorgen. Diese Einnahme einer Me-
taperspektive in Bezug auf das Argumentieren, Be-
griinden, Experimentieren oder Beweisen kann dann
zu einem reflektierten Umgang mit empirischen und
theoretischen Elementen im Unterricht fuhren.

Mathematik Physik

Untersuch- | Konstruierte Reale Objekte
ungsgegen- | abstrakte  Ob- | oder Sachver-
stand jekte halte

Wabhrheits- | Wahre / falsche | Gute /
begriff Aussagen schlechte Be-

schreibungen
Verifikation | Uberpriifung der | Passung an die
inneren Konsis- | Realitdt (und
tenz Uberpriifung
der  inneren
Konsistenz)

Theorie Erkenntnissi- Einbezug the-
cherung durch | oretischer Be-
deduktives griffe
SchlieRen

Empirie Hypothesenent- | Erkenntnissi-
wicklung  mit | cherung durch
empirischen empirische
Herangehens- Uberpriifung
weisen

Tab. 3: Vergleich der Erkenntnismethoden der Mathematik
und der Physik
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