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Ausgangspunkt: Spezielle Relativitatstheorie & Clifford-Algebra (Dirac-Algebra)

Die konzeptuelle Beschreibung der Speziellen Relativitatstheorie basiert auf einer pseudo-Euklidischen Raumzeit, die mathematisch mit Hilfe
der Clifford-Algebra modelliert werden kann. Die Berechnung relativistischer Grol3en ist deshalb im Kontext der Clifford-Algebra weit einfacher
als unter ausschlief3licher Nutzung reeller Zahlen. Fur die rechnerische Losung von Aufgaben zur Speziellen Relativitatstheorie in schulischen
und hochschulischen Unterrichtssituationen stehen uns derzeit allerdings nur Taschenrechner zur Verfigung, die keine Berechnungen auf

Grundlage der Clifford-Algebra zulassen.

Es ist deshalb sinnvoll, fir Ubungsphasen nach einem Taschenrechner-Ersatz fur speziell-relativistische Rechnungen zu suchen. Das Pro-
gramm-Tool GAALOP (Geometric Algebra Algorithms Optimizer) bietet eine solche, leicht zugangliche Taschenrechner-Alternative.
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Klassische Physik: Rein raumliche Rotationen

Y A

Wo findet das Ereignis S im ungestrichenen Koordinatensystem statt?

Analoge Aufgabe einer rein Euklidischen Drehung

Die Inertialsysteme von Dr. Pau und Dr. Wolf befinden sich relativ zueinander in
Ruhe. Allerdings sind ihre raumlichen Achsen gegeneinander verdreht.

So misst Dr. Wolf ein Ereignis, das auf der y’-Achse von Dr. Pau stattfindet, an der
Position
r,=3L)y+12L)y,

Im Koordinatensystem von Dr. Pau findet eine Supernova-Explosion an der Position
r' =5y, +10L)y,

statt. Berechnen Sie die Koordinaten dieser Explosion im Inertialsystem von Dr. Wolf.

Relativistische Physik: Raumzeitliche Rotationen
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Wo findet das Ereignis S im ungestrichenen Koordinatensystem statt?

Abituraufgabe LK Physik (Teilaufgabe 2.2d)

(Otto-Hahn-Schule Berlin/Neukdlin 2009, siehe DPG-Beitrag DD 28.4, Frihjahrstagung Hannover 2010)

Dr. Pau fuhrt eine langere wissenschaftliche Expedition durch. Dr. Wolf beobachtet 1hn
dabel. Dr. Pau startet seine Rakete im Ursprung des Inertialsystems von Dr. Wolf. Die
Beschleunigungsphase ist dabel so kurz, dass sie vernachlassigt werden kann, da die
Rakete von Dr. Pau innerhalb kirzester Zeit ihre konstante Endgeschwindigkelt er-
reicht.

Einige Zeit spater befindet sich die Rakete von Dr. Pau im Inertialsystem von Dr. Wolf
an der Position

r, =121y + 3L v,

Im Koordinatensystem von Dr. Pau findet eine Supernova-Explosion an der Position
rs'=10L) v/ + 5L v,

statt. Berechnen Sie die Koordinaten dieser Explosion im Inertialsystem von Dr. Wolf.

Kernpunkt der Mathematisierung: Jede Rotation kann als Hintereinanderausfiihrung zweier Reflexionen beschrieben werden.

Strategie |

Eine Reflexion an der zwischen den beiden y-Achsen y und y’ liegen-

den Winkelhalbierenden
n, =sin (a/2) y,' + cos (a/2) v,/ =—0,122183263 y,’ + 0,992507556 v,/
da a = arctan 0,25 =0,2449/8663 = «/2=0,122489331
...und fur Strategie II: o/4 =0,061244665

wird gefolgt von einer Reflexion an der y’-Achse: n, =1,/
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rEreignis= S*e2 + 10%e3;

nEins = -0.1221832683%22 + 0.992507556%e3;

niwel = e3;

rEreignisNEU = niZweli*nEins*rEreignis*nEins*niwei;

_[ raeumliche-drehung-strategie.tex ]

“eeginlalign®)

rEreignisNEU {2}&= 7.276068994338143%\\
rEreignisNEU {3}s= B.4BBT747258544329\)\
rEreignisNEUNY,

wend{align#*]

Algebra to use:

stdd - space-time v

Strategie lI:
Die beiden Reflexionen erfolgen an den zwischen den beiden y-Ach-
sen y und y' liegenden Winkel-Viertelnden:

n, = sin (3a/4) v,/ + cos (3a/4) y,' = — 0,182701986 v,’ + 0,983168339 v,/
n, =sin (a/4) v, + cos (a/4) v,/ = — 0,061206385 v, + 0,998125131 vy,
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— W  Compilation Result - O
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‘ l_*_J Save file =

rEreignis= 5*e2 + 10%*e3; |

nEins = -0.182701986*e2 + 0.983168339*e3; _[raeumliche-drehung-strategiez.tex]

nZwei = -0.0681206385%e2 + 0.998125131*e3; i

2rEreignisNEU = nZwei*nEins*rEreignis*nEins*nZwei; \begin{align*} Algebra to use
rEreignisNEU_{2}&= 7.276069157209039\\ —
rErelgnlél-IEU_{3}5= 8.488747364835362\\ ‘ stdd - space-time j
?rEreignisNEU\\
\end{align*}

LOosung:
Im Koordinatensystem von Dr. Wolf findet die Supernova-Explosion an der Position

re = 7,27607 Lj y, + 8,48875L v, statt.

Strategie I:
Eine Reflexion an der zwischen den beiden Zeitachsen ct und ct’ lie-
genden Winkelhalbierenden

n, = cosh (a/2) v, + sinh (a/2) v,/ = 1,008165552 v, — 0,128053814 v,/
da a = arctanh 0,25 =0,255412811 = «/2=0,127706405
...und fur Strateqgie II: o/4 = 0,063853202

wird gefolgt von einer Reflexion an der ct’-Zeitachse: n, =/
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rSuperPR0 = 10*el + S5*el;
nEins = 1.008165552%e]l - 0.12B053814*e2;

J abituraufgabe-strategie1.tex ]

“begin{align¥*}

r3uperWOLEF {1}s= 11.6818951022756514M\)
r5uperWOLE {2}&s= 7.745967263340927T\%
riuperWOLEYY,

wend{align¥*}

?rSuperWOLF = niwei*nEins*rSuperPAU*nEins*niwei; Algebra to use:

st4d - space-time v

" o

Strategie lI:
Die beiden Reflexionen erfolgen an den zwischen den beiden Zeit-
achsen ct und ct’ liegenden Winkel-Viertelnden:

n, = cosh (3a/4) v, + sinh (3a/4) v,/ = 1,018403716 vy, — 0,192733309 v,/
n, = cosh (a/4) v/ + sinh (a/4) v,/ = 1,002039309 v,/ — 0,063896602 v,
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rSuperPAll = 10*el + S*el;
nEins = 1.018403716%el - 0.192733309%e2;
nZwel = 1.002039309%e]1 - 0.0&63896802%e2;

J abituraufgabe-strategie? tex ]

“beginlalign*]

?riuperWlOLF = nZwei*nEins*rSuperPAU*nEins*niwei; rSuperWOLF {1}s= 11.61895114200152\\ Algebrato use:
zf:ﬁ;iii}i}ﬂ: 7.7459671929022225\\ S— _'J
\end{align*} '
LOosung:
Im Koordinatensystem von Dr. Wolf findet die Supernova-Explosion an der Position
re = 11,61895L] v, + 7,74597 Lj 7, Statt.
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Geometrische Bestimmung der Winkelhalbierenden

Wie im Poster gezeigt, konnen die Einheitsvektoren der Winkelhalbierenden (bzw. der Winkel-Viertelnden) mit Hilfe trigonometrischer bzw.

hyperbolischer Funktionen algebraisch ermittelt werden. Alternativ dazu lassen sich diese Reflexionsvektoren auch geometrisch bestimmen.
Dazu mussen lediglich langengleiche Vektoren, die den zu teillenden Winkel eingrenzen, addiert werden.

Klassische Physik: Rein raumliche Rotationen Relativistische Physik: Raumzeitliche Rotationen
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Wo findet das Ereignis S im ungestrichenen Koordinatensystem statt? Wo findet das Ereignis S im ungestrichenen Koordinatensystem statt?

Strategie llI:

Eine Reflexion an der zwischen den beiden y-Achsen y und y’ liegen-
den Winkelhalbierenden m, =

Strategie llI:

Eine Reflexion an der zwischen den beiden Zeitachsen ct und ct’ lie-
genden Winkelhalbierenden my =y, + v/
wird gefolgt von einer Reflexion an der y’-Achse: n, =7,/ wird gefolgt von einer Reflexion an der ct’-Zeitachse: n, =1/

Da m, und n, keine zeitartigen Einheitsvektoren sind, muss mit Hilfe Da m, kein Einheitsvektor ist, muss mit Hilfe einer Division durch m,?
von Divisionen durch m,2 und n,? eine Normierung erfolgen. eine Normierung erfolgen.
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|_| Mew File I’ [/ Open File Eﬁave File - Close & Configure ‘ ?\5 Dptlmlze‘ w o e e A |_| MNew File | 7 Open File Eﬁaue File ~ Close & Configure ‘ ?“5 Dptlmlze‘ ~ Compilation Result _ =
| Welcome [Q raeumliche-drehung-strategie3 ] /;%7_1 | Welcome [Q abituraufgabe-strategie3 ] -
I_~| Save file — E Save file —
rEreignis = S*e2 + 10%e3; rSuperPRA0 = 10*el + S%*el;
wurzells3 = 12.36931688;

_[ raeumliche-drehung-strategie3.tex ]

wWwiurzell3s = 11.61E95004;
yhch=zePATalt = e3;

_[ abituraufgabe-strategie3.tex ]
cthAchsePAllalt = el;
yAchsePAlUneu = (3*e2 + 12*e3) /wurzellS53; \beginfalign*]

FHLE Algebra to use: ctAchsePAUneu = (12*el + 3*e2) /wurzell3s; \begin{align*} Algebra to use:
mEins = yhchseFilalt + yAchsePhlUneu; rEreignisNEU_{2}e= T7.27606E8T766119364\\ mEins = ctAchsePLlUalt + cthAchsePAUneu; rSuperWOLF {l}s= 11.61E895002604883\\
7wei = vhchsePAlnen: rEreignisiED [3}s= B.4B8746863389336 Twei = ctichselAlnen: SrWOLF [21s= 7.74506667355470 _
nZwei = yAchsePAUnen: g . I3} EEE e\ - 'J nZwei --EtnEhS«_PnU[.l-\_ur. | | | | | | rSup I'I-"-“EF_{c} 45966673554 T01\N stdd - space-time -
?rEreignisNEU = nZwei*mEins*rEreignis*mEins*nZwei/ (mEins*mEins*nZwei*niwei) ; 2rEreignisNETN | 2rSuperW0LF = nZwei*mEins*rSuperPAU*mEins*niwei/ (mEins*mEins*nZwei*nZwei) ; ?r5uperWOLEN, .
wend{align*]

wend{align#®}

Strategie |V:
Wenn die Lange der Winkelhalbierenden beispielsweise durch

(v, +v,)° = 2 + 8/y17 = 3,940285 = (1,985015113) 4

bekannt ist, konnen die Winkel-Viertelnden m,; und m, mit Hilfe ein-
facher Vektoradditionen ermittelt werden.

Strategie V.
Wenn die Lange der Winkelhalbierenden beispielsweise durch

(v, + v/)* = 2 + 8/415 = 4,065591118 = (2,016331103) °

bekannt ist, konnen die Winkel-Viertelnden m, und m, mit Hilfe ein-
facher Vektoradditionen ermittelt werden.

www.GAALOP.DE

i . CEODMETRIC ALGEBRA ALGORITHMSES DOPTIMIZER
el

N s o E
Mew File I[" 7 Open File :@7& Save File Close = Configure ‘ﬁ’ 0 timize‘
| | N up |. | 2 ~ (7 ng fi P

_ : GECOCMETRIO ALBGEBRA ALGORITHME DFTIMIZER

ﬁ'| New File I Open File % Save File Close o Configure F%’Q»‘ OptimizeJ TS
W Compilation Result = B = o= T e — & 3 S W  Compilation Result O m ] G
| Welcome [ ‘Q ragumliche-drehung-strategie4 ] % [ Welcome TQ abituraufgabe-strategie4 ] " /{,&\ 1 |
/W Save file — /\ Save file =
rEreignis = S*e2 + 10%e3;

rSuperPAU = 10*el + S*e2;
wurzellS3 = 12.36931688;

_[ raeumIiche—drehung—strategie4.tex] wurzell35 = 11.61895004; _[ abituraufgabe-strategied.tex
yAchsePAUalt = e3; ctAchsePAUalt = el; i
yhchsePAlneu = (3%*e2 + 12*%e3) /wurzell53; \begin{align¥*] Algebra to use: ctAchsePAUneu = (12*el + 3*e2)/wurzell3s; \begin{align*} Algebra to use:
laenge = 1.985015113; rEreignisNEU {2ls= 7.276068772341075\\ - laenge = 2.016331103; rSuperWOLF {l}s= 11.618950083975555\\ =
Winkelhalbierende = (yAchsePAUalt + yAchsePAUneu)/laenge: rEreignisNEU {3}s= E.488746E5805644\% st4d - space-lime 'J Winkelhalbierende = (ctAchsePAUalt + ctAchsePAUneu) /laenge; rSuperWSLF_{2}5= 7.74596676044479\\ 1sn4d-space4nne 'J
mEins = yAchsePAUalt + Winkelhalbierende; ?rEreignisNET\N | mEins = ctAchsePAUalt + Winkelhalbierende; 2rSuperWOLE\A
mZwei = yhchsePAUnsu + Winkelhalbierende; vend{align®} mZwei = ctAchsePAUneu + Winkelhalbierende; \end{align*}
2rEreignisNEU = mZwei*mEins*rEreignis*mEins*mZwei/ (rEins*mEins*miwei*mZwei) : VisualCodelnsener: 2rSuperWOLF = mZwei*mEins*rSuperPAU*mEins*mZwei/ (mEins*mEins*mZwei*mZwei); VisualCodelnserter:

Und noch einfacher: Achsenvertauschung statt Rotationen

Die Abituraufgabe kann auch ohne Zuhilfenahme von Reflexionen bzw. Rotationen durch eine simple Achsenvertauschung (siehe Bel-

trag zum Symme”‘esinSdence -Symposium in Bregenz 2017) gelost werden. Winkelbetrachtungen entfallenen dabel vollstandig.

Strategie V.

Durch Multiplikation mit dem alten Basisvektor v, (gefolgt von einer

Normierung per Division durch y,/?) und darauffolgender Multiplika-

tion mit dem neuen Basisvektor y, werden die beiden y-Achsen ver-
tauscht.

Strategie V.

Durch Multiplikation mit dem alten Basisvektor y,' (gefolgt von einer

Normierung per Division durch v, %) und darauffolgender Multiplika-

tion mit dem neuen Basisvektor y, werden die beiden Zeitachsen
vertauscht.
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Mew File " ] Open File -%i Save File Close : Configure ‘{i;" Dptlmme‘ L MNew File | | Open File ¢ %@’ v Save File Close Configure ‘{éﬁ'ﬂ’ Dptlmme‘

|_| s - & Ve el Compilation Result - = l—l =) — & o~ w  Compilation Result - O

| Welcome [‘Q_ raeumliche-drehung-strategies ] %ﬁ | Welcome [Q abituraufgabe-strategies ] -
() Save file — I--' %ﬁ' ‘~| Save file —

rEreignis = S*el2 + 10%*e3; . rSuperPR0 = 10%*el 4+ S*el;

wurzell53 = 12.36931688: _[ raeumliche-drehung-strategies. tex wurzell3s = 11.61895004; _[ ahituraufgahe—strategieE.tex]

yhchzePRATalt = =3; cthchsePAUalt = el;

yAchsePAUnen = (3*e2 + 12%e3) /wurzellS3; Kheq}ﬂ{éllqﬂ*} B Algebra to use: cthchsePAlneu = (l2%*el + 3*el) /wurzell3s; ‘begin{align*} Algebra to use:

2rEreignisNEU = yAchsePAUneu*yAchsePAUalt*rEreignis/ (vAchsePAUalt*yAchaePATalt) rEreignisNEU_{2}s= 7.27606864644334T\\ 2rSuperWOLF = ctAchsePAlUneu*ctAchsePAlalt*rSuperPAU/ (cthchsePAUalt*cthAchsePAUale) ; | rSuperWOLE {1}s= 11.618350187107T7E5\\ -
rEreignisNEU {3]}s= B.4BET487541B6472\\ _ = rSuperWOLF [2)}s= 7.7459667914051895\\ st4d - space-time TJ
>rEreignislET\\ ST L 'J 2rSuperWOLE\\ |
Zwend{align¥*] Zvend[align*]

Losung:
Im Koordinatensystem von Dr. Wolf findet die Supernova-Explosion an der Position
rs =7,27607L1) vy, +8,488751] vy, statt.

LOosung:
Im Koordinatensystem von Dr. Wolf findet die Supernova-Explosion an der Position
r¢ =11,61895L )y, + 7,74597L] v, statt.




