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Kurzfassung

Ob als Goldfisch-Aquarium, Weinglas oder Tautropfen - Kugellinsen sind im Alltag haufig zu fin-
den. Beim Blick durch sie hindurch sind erstaunliche Verzerrungen und Vervielfachungen zu ent-
decken. Wie kdnnen diese Verformungen der Ansicht systematisch beschrieben und vorhergesagt
werden? Fir eine Erkundung der Erscheinungen eignet sich in methodischer Hinsicht ein phéno-
menologischer Vierschritt. Inhaltlich zeigt sich, dass die unverzerrten Ansichten ohne Kugel und
die verzerrten Ansichten unter Verwendung der Kugel aufeinander bezogen werden miissen. Beson-
ders aussagekraftig ist ein Vergleich der Inspektion des Gegenstandes durch die Kugel mit der Pro-
jektion eines Bildes durch die Kugel. Sind die Erscheinungen an der Kugellinse auf diese Weise
nachvollzogen, kénnen jene an der diinnen Linse als Spezialfall angesehen werden.

1.Einfihrung

Kugellinsen kénnen wir bei vielen Gelegenheiten im
Alltag finden. Sie begegnen uns als Goldfisch-Aqua-
rium, kugeliger Wasserflaschenhals, gefulltes Wein-
glas, kleine Glasmurmel und winziger Tautropfen.
Wenn wir durch sie hindurchblicken, sehen wir die
dahinterliegende Welt seltsam verformt (Abb. 1-5).
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Abb. 1: Blick durch ein Wasserglas auf einen StrauR Oster-
glocken. Die Fotos (a)-(e) dokumentieren etwa ein Achtel
eines Rundgangs um das Glas und halten dabei eine Reihe
auffélliger Bildverwandlungen fest.

Diese wundersamen Ansichten werfen eine Reihe
von Fragen auf:

e Wannist das Bild seitenrichtig, wann seiten-
verkehrt? [1]

e Wieso ist der Gegenstand manchmal drei-
fach zu sehen? [2,3]

e  Wo befindet sich das Bild in rdumlicher Hin-
sicht: vor der Kugellinse, darauf, darin, oder
dahinter? [1]

e Unter welchen Bedingungen ist das Bild
scharf, unter welchen unscharf? [1]

e  Wie kann das Bild einer Punktlichtquelle si-
muliert werden? [4]

Solche und weitere Fragen zur Ausrichtung, Anzahl,
Position und Schérfe der Kugellinsen-Bilder sind al-
lesamt behandelt worden. Die Antworten sind jeweils
mit Hilfe der Geometrie gebrochener Strahlen entwi-
ckelt worden. Sie beziehen sich somit stets auf die
Abbildung einzelner Gegenstandspunkte. Bei bishe-
rigen Untersuchungen blieb jedoch eine Frage offen:

1.1. Die Frage nach der Bildform
e Welche Form hat die verzerrte Ansicht?

Es liegt nahe, auch diese Frage auf Grundlage gebro-
chener Strahlen zu beantworten. Dazu kénnte das
Brechungsgesetz auf Vorder- und Riickseite der Ku-
gellinse angewandt werden, wie es beispielsweise zur
Behandlung des Regenbogens ublich ist [5]. Mit Hilfe
der Lésung des daraus entwickelten Gleichungssys-
tems, das den Zusammenhang zwischen Augpunkt,
Gegenstandspunkten und Bildpunkten beschreibt,
lasst sich die verformte Ansicht punktweise zusam-
mensetzen. Allerdings ist dieses Gleichungssystem so
komplex, dass eine Ldsung bisher nicht angegeben
wurde [6]. Insofern ist ein strahlenbasiertes Vorgehen
nicht zufriedenstellend.

Deshalb schlagen wir eine bildbasierte Behandlung
vor: Die mathematische Beschreibung soll aus den
beobachtbaren Bildern entwickelt werden. Dabei fol-
gen wir dem methodischen “Rezept” des phinomeno-
logischen Vierschritts [7].

Im ersten Schritt (Abschnitt 1.2) werden alltagliche
Erscheinungen im Zusammenhang mit Kugellinsen
beschrieben, um mit den Ansichtsverformungen ver-
traut zu werden.
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Im zweiten Schritt (Kapitel 2) wird eine Experimen-
tierreihe entwickelt, die es erlaubt, die einzelnen Pa-
rameter systematisch zu variieren.

Der dritte Schritt (Kapitel 3) dient dem Ordnen der
dokumentierten Erscheinungen, sodass auf Grund-
lage der Erscheinungsbedingungen empirische Re-
geln der Ansichtsverformung aufgestellt werden kon-
nen.

Im vierten Schritt (Kapitel 4) kann der Zusammen-
hang zwischen urspriinglicher und verformter An-
sicht mathematisch formuliert werden.

1.2. Der erste Schritt: Ansichtsverformungen
bei Kugellinsen aus dem Alltag beschreiben

Abb. 2: Blick durch eine Glaskugel auf einen StrauR Oster-
glocken. Von (a) bis (c) wird die Kugel vom Auge (der Ka-
mera) zu den Blumen hin verschoben.

Gegenstande hinter Wasserglasern sehen verzerrt und
teilweise sogar vervielfacht aus. Abbildung 1 zeigt
beispielhaft ein halbkugelférmiges Wasserglas, hin-
ter dem ein Straufl Osterglocken steht. Beim Rund-
gang um das Glas zeigen sich zunéchst zwei Bilder
eines Blitenblatts (Abb. 1(a)), die pl6tzlich miteinan-
der verschmelzen (Abb. 1(b)), und spéter ein neu auf-
tauchendes Bild eines Kelchblatts (Abb. 1(c)), das
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sich in seiner Verformung (Abb. 1(d)) schlielich in
zwei Bilder zertrennt (Abb. 1(e)).

An Glasmurmeln oder Kristallkugeln erscheinen die
Bildverzerrungen bereits regelartiger als bei Trink-
glasern, wenn auch nicht minder rétselhaft. Wird eine
solche Kugel vom Auge (bzw. der Kamera) weg und
zu den Osterglocken hingefihrt, verhélt sie sich noch
ahnlich wie eine Blende, die vom Auge weggefihrt
wird: Schritt fur Schritt ist immer weniger der dahin-
terliegenden Umgebung sichtbar (vgl. Abb. 2).

(a) (b) (©
Abb. 3: Blick durch eine Glaskugel auf einen Straul Oster-
glocken. VVon (a) Uber (b) nach (c) wird das Auge (die Ka-
mera) zur Kugel nachgefuhrt (vgl. Abb. 2).

Wird das Auge (bzw. die Kamera) dann nachgefiihrt,
stellen sich die Verdnderungen aber ganz anders als
beim Blick durch eine Blende dar: Weiterhin schwin-
det Schritt fiir Schritt Sichtinhalt, im gleichen MaRe
werden die Bildverzerrungen jedoch immer starker
(Abb. 3).

Abb. 4: Blick durch eine Glaskugel auf direkt dahinter Lie-
gendes.

Obijekte, die sich wie das gemaserte Holz direkt hinter
der Kugel befinden, sehen im Bereich der Kugelmitte
stark aufgeblaht aus (Abb. 4). Zudem erscheinen die
Objekte in allen dokumentierten Ansichten seitenver-
kehrt und kopfstehend.

An groReren klaren Kugeln lassen sich die Verzerrun-
gen noch genauer studieren. Dort féllt schnell auf,
dass mehrfache, sich Uberlagernde und charakteris-
tisch verzerrte Ansichten der Umgebung sichtbar
werden (Abb. 5, vgl. [7]). Zum einen wirkt die den
Beobachtern zugewandte Oberflache als Wolbspiegel
(Konvexspiegel), zum anderen wirkt die den Be-
obachtern abgewandte Oberflache, also die Kugel-
rickseite, als Hohlspiegel (Konkavspiegel). Daher
rihren in Abbildung 5 die aufrechten Bilder der bei-
den Fenster im linken Bereich der Kugel und das
grof3e, kopfstehende Bild des Fensters im rechten Be-
reich der Kugel. Zudem erlaubt die Kugel, wie Mur-
mel und Wasserglas auch, Durchblick auf Dahinter-
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liegendes. Das zugehorige Bild erscheint typischer-
weise seitenverkehrt kopfstehend und rundlich ver-
formt.

Abb. 5: Kristallkugel im Zimmer. (a) Uberblicksfoto, (b)
Blick durch die Kugel (Durchmesser ca. 11 cm), vgl. [8].

In Abbildung 5 I&sst sich das beispielsweise an dem
zentralen Korbstuhl und dem schmalen Biicherregal
nachvollziehen. Die &uRReren Bildbereiche schmiegen
sich dabei dem Kugelrand an.

In all diesen Féllen wird die urspriingliche Ansicht
(der Osterglocken, der Maserung des Tisches, des
Korbstuhls usw.) beim Blick durch das kugelférmige
Medium verzerrt.

Um die Charakteristik dieser Verzerrungen genauer
nachvollziehen zu konnen, werden wir fiir unsere
weiteren Erkundungen anstelle der Alltagsgegen-
stdnde ein regelméBiges Muster verwenden.

2.Der zweite Schritt: Die Bildverformungen im
Experiment erkunden

2.1. Ansichten regelmaliger Muster beim Blick
durch die Kugellinse

Regelmdlige Muster wie Geraden oder Karoraster
machen auf eine weitere Besonderheit der Bildverzer-
rungen an Kugellinsen aufmerksam: Es gibt nicht nur
aufgeblahte und gestauchte Bildbereiche, sondern un-
ter Umsténden auch Schlaufen (vgl. Abb. 6).
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Abb. 6: Kugellinse iber Karopapier. Fiihrt man eine Ku-
gellinse an ein Blatt kariertes Papier heran, sieht man (a)
zunéchst ein konvexes Raster, das sich (b) immer mehr auf-
blaht und (c) schlieflich innen konkav wird und auRen
Uiberraschende Schlaufen bekommt, wahrend der Bildinhalt
immer dunkler wird.

Diese Schlaufen erinnern an Bildverzerrungen bei ge-
krimmten Spiegeln. Abbildung 7 zeigt so ein Spie-
gelbild in einer Kaffeetasse, wo sich der Rand des
Kaffeespiegels adh&sionsbedingt nach oben biegt.
Auch dort zeigen sich am Rand des Spiegelbildes der

rasterartigen ~ Bahnhofsdecke  charakteristische
Schlaufen. Interessanterweise ist das sich spiegelnde
Muster der gebogenen Bahnhofsdecke im Zentrum
seines Spiegelbildes allerdings gerade entzerrt.

T
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(a) (b)
Abb. 7: Schlaufenférmiges Muster im Kaffee. (a) Bestellt
man im Bahnhof Dresden-Neustadt einen Kaffee, bekommt
man ihn stets mit einer wunderschdnen Verzierung serviert.
(b) Hebt man den Blick von der Kaffeetasse nach oben, ent-
puppt sich das schlaufenférmige Muster als verformtes
Spiegelbild des fast quadratischen Dachfensters.

Diese Beobachtung riickt das gesamte Wechselspiel
von Ver- und Entzerrung in die Nahe von Zerrbildern,
wie sie seit Jahrhunderten als Anamorphosen bekannt
sind. Damit steht die Idee im Raum, mit Hilfe der Ku-
gellinse bereits vorverzerrte Ansichten wieder zu ent-
zerren.

2.2.  Den Verformungen vorbeugen: Anamor-
phosen als Zugang zur Kugellinse

Anamorphosen sind seit dem Mittelalter bekannt. Da-
bei werden Bilder unverzerrter Objekte derartig ver-
zerrt gezeichnet, dass sie von einem bestimmten Be-
obachtungspunkt aus entzerrt gesehen werden [10-
13].

Perspektivische Anamorphosen sind den meisten von
uns aus dem Alltag bekannt: in die Lange gezerrte
Buchstaben auf der StraRe, die aus dem Auto heraus
betrachtet als gut lesbares STOP erscheinen; auf dem
Stadionrasen ausgebreitete Banner mit verzerrter
Aufschrift, die auf dem Fernsehbildschirm eine klare
Werbebotschaft zeigen; oder riesige Kreidezeichnun-
gen von Strallenkiinstlern, die raumlich aus dem Bo-
den zu wachsen oder gar tief in ihn hinein zu reichen
scheinen.

Abb. 8: Ansichtsverzerrung in einer spiegelnden Kaffee-
kanne.

325



Grusche et al.

Starke Ansichtsverformungen finden sich auch an zy-
lindrischen, spiegelnden Gegenstanden, wie einer
Kaffeekanne (Abb. 8). Solche Erscheinungen haben
schon vor vielen Jahrhunderten zur speziellen ldee
der Zylinderspiegel-Anamorphose gefihrt

[10,12,13]: Um einen Zylinderspiegel herum kann ein
Zerrbild so gezeichnet werden, dass es im Zylinder-
spiegel gerade verzerrungsfrei erscheint.

¥
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Abb. 9: Zylinderspiegel-Anamorphose (zu sehen im Ma-
thematisch-Physikalischen Salon Dresden). (a) Um einen
Spiegelzylinder herum sind rétselhafte Zerrbilder auf die

Unterlage gemalt. (b) Im Spiegelzylinder erkennt man ei-
nen Schmetterling und eine Schnecke.

Solch eine Zylinderspiegel-Anamorphose ist zum
Beispiel im Mathematisch-Physikalischen Salon in
Dresden ausgestellt: Auf eine Unterlage ist ein bis zur
Unkenntlichkeit verzerrtes Bild gemalt; dessen Spie-
gelbild im Zylinderspiegel lasst jedoch einen Schmet-
terling und eine Schnecke erkennen. Hier wird also
die Verzerrung durch den Zylinderspiegel genutzt,
um das gemalte Zerrbild zu entzerren.

Aber wie gelingt Uberhaupt die Erzeugung eines pas-
senden Zerrbildes? Hierflir kommen geometrische,
mechanische oder optische Verfahren in Frage
[10,12,13].

®

Abb. 10: Das Prinzip einer Zylinderspiegel-Anamorphose:
Man zeichnet um den Zylinder herum ein verzerrtes Raster,
wie es bei der Projektion eines Quadratrasters vom Betrach-
terstandpunkt aus entsteht. Die verschiedenen Teile eines
unverzerrten Bildes Ubertrdgt man vom Quadratraster in das
verzerrte Raster und erhélt so das Zerrbild.

Das optische Verfahren besteht darin, das unverzerrte
Motiv vom vorgesehenen Betrachterstandort aus zu
projizieren (entlang der angedachten Blickrichtung)
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und das entstehende Zerrbild nachzuzeichnen (Abb.
10).

So, wie ein Zylinderspiegel zur Entratselung von
katoptrischen Anamorphosen genutzt werden kann,
kann die Kugellinse als ein Werkzeug zur Entschliis-
selung dioptrischer Anamorphosen aufgefasst wer-
den. In diesem Sinne wollen wir die Kugellinse zur
ErschlieBung der Ansichtsverformungen nutzen.
Dementsprechend kehrt sich unsere urspriingliche
Frage um:

e Auf welche Weise muss ein Motiv vorver-
zerrt werden, damit es beim Blick durch die
Kugellinse unverzerrt aussieht?

Um diese Frage zu beantworten, wollen wir das opti-
sche Verfahren zur Erzeugung eines anamorphoti-
schen Zerrbildes auf die Kugellinse anwenden. Wir
fragen also:

e Auf welche Weise wird ein Motiv verzerrt,
wenn man es durch eine Kugellinse proji-
ziert?

Wenn wir diese Frage beantwortet haben, kénnen wir
im Umkehrschluss auch unsere urspriingliche Frage
beantworten:

o  Auf welche Weise wird ein Motiv verzerrt,
wenn man es durch eine Kugellinse inspi-
ziert?

2.3.  Der experimentelle Aufbau

Um die Bildverformungen, die infolge der Projektion
eines Bildes durch die Kugel entstehen, und diejeni-
gen, die infolge der Inspektion eines Bildes (also
beim Blick durch die Kugel) entstehen, gleichzeitig
und trotzdem mdglichst unabhéngig voneinander ver-
folgen zu kdnnen, nutzen wir einen symmetrisierten
Versuchsaufbau, in dessen Mitte ein transluzenter
Schirm steht (Abb. 11).

Projektionskugel ~ Inspektionskugel
D=20cm Kamera

Projektor D =20cm

o
w4 .'

Abb. 11: Symmetrisierter Aufbau zur Erkundung der In-
spektion und Projektion durch eine Kugellinse. Die Kamera
steht stellvertretend fir das Beobachterauge.

Mithilfe eines Beamers wird ein am Rechner erstell-
tes Muster auf den transluzenten Schirm projiziert
(linke Seite des Aufbaus). Dieses Urbild ist jetzt auch
auf der Rickseite des Schirms zu sehen (rechte Seite
des Aufbaus).
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Wird vor das Beobachterauge eine Kugellinse (In-
spektionskugel) gesetzt, sieht die beobachtende Per-
son ein Inspektionsbild des Urbildes.

Wird hingegen vor den Projektor eine Kugellinse
(Projektionskugel) gesetzt, dann erscheint auf dem
Schirm ein anamorphotisch verzerrtes Projektions-
bild des Urbildes. GemaR der Anamorphose-ldee
sollte der Abstand zwischen Projektionskugel und
Schirm jeweils genauso groR sein wie der Abstand
zwischen Inspektionskugel und Schirm.

Wird das Projektionsbild dann (auf der rechten Seite)
durch die Inspektionskugel hindurch betrachtet, er-
scheint ein Inspektionsbild des Projektionsbildes.

Insgesamt kdnnen mit dem Aufbau also alle vier Per-
mutationen flr die Anwesenheit und Abwesenheit der
zwei Kugellinsen durchgefiihrt werden. Dies ent-
spricht vier verschiedenen Ansichten mit jeweils un-
terschiedlichen Bildformen.

Als Kugellinsen werden zwei mit Wasser geflllte
Hohlkugeln aus transparentem Kunststoff (Durch-
messer D = 20 cm) verwendet.

Fur die Erkundungen wird zunéchst nur die Schirm-
weite d, also der Abstand zwischen Schirm und der
Mittelebene der Kugellinse veréndert, so dass 0,5D <
d < 3D. Der Abstand zwischen Kugellinse und Auge
beziehungsweise Projektor wird dabei konstant bei
3D gehalten. Fir die Dokumentation wird anstelle des
menschlichen Auges ein technisches Auge in Form
einer Digitalkamera gesetzt.

Als Urbild wird im Folgenden ein regelméRiges
Quadratraster mit konzentrischen Kreisen gewahit.

3.Der dritte Schritt: Die Verformungsweisen
Ubersichtlich darstellen

3.1. Eine Abfolge von Bildverformungen

Abb. 15: d = 1,25D. (a)-(d) analog zu Abb. 12.

Abb. 12: d = 3D. (a) Urbild. (b) Inspektionshild (vom Ur-
bild). (c) Projektionsbild (vom Urbild). (e) Inspektionshild
vom Projektionsbild.

Abb. 16: d = 1D. (a)-(d) analog zu Abb. 12.
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Abb. 18: d = 0,5D. (a)-(d) analog zu Abb. 12.

3.1.1. Uberblick

Zunéchst ist erkennbar, dass das Urbild stets dieselbe
scheinbare Grofe hat (Abb. 12(a)-18(a)), da sich das
Auge jeweils in derselben Entfernung vom Schirm
befindet wie der Projektor.

Zudem sind die Verformungen des Inspektionsbildes
(Abb. 12(b)-18(b)) und des Projektionsbildes (Abb.
12(c)-18(c)) grundsétzlich einander entgegengesetzt.

Dementsprechend ist die Anamorphose-ldee mit der
Kugellinse groRtenteils umsetzbar (Abb. 12(d)-
18(d)). Bei Unterschreitung eines kritischen Abstan-
des jedoch gehen einerseits gewisse Bildinformatio-
nen verloren und andererseits entstehen zusétzliche
Strukturen (Abb. 15(d)-18(d)). Dies ist darauf zu-
rickzufuhren, dass dann das Inspektionsbild An-
sichtsvervielfachungen (Abb. 15(b)-18(b)) und das
Projektionsbild Bildlberlagerungen (Abb. 15(c)-
18(c)) aufweist.

3.1.2. Beschreibung der Inspektionsbilder

Fir eine n&here Beschreibung greifen wir uns die sie-
ben Inspektionshilder (Abb. 12(b)-18(b)) heraus:

Bei einem Kugelabstand d = 3D (grofte im vorliegen-
den Aufbau dokumentierte Entfernung) ist das Pro-
jektionsbild seiner Struktur nach noch sehr &hnlich
dem Urbild. Es ist zwar leicht aufgeblaht, so als ware
es auf die Oberflache einer groRen Kugel gezogen,
das Muster ist aber gut erkennbar (Abb. 12(b)). Aller-
dings ist diese erste Ansicht des Urbildes im Ver-
gleich zum Urbild kopfstehend und seitenverkehrt
orientiert. Zum Abstand von d = 2D hin nehmen die
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konvexen Verformungen zu. Die Mitte der Ansicht
blaht sich so weit auf, dass der zentrale Bereich be-
reits das gesamte Inspektionsbild dominiert und die
Ubrigen Bereiche an den Rand verdréngt (Abb.
13(b)).

Bei weiterem Heranfiihren der Kugel an den Schirm
steigert sich die Dominanz des Urbildzentrums derar-
tig, dass sich der mittige, urspringlich punktartige
Bildbereich uber fast die Halfte des Inspektionsbildes
ausbreitet (Stadium in Abb. 14(b)), um dann jedoch
im Zentrum der entstehenden hellen Kreisflache auf-
zubrechen (Abb. 15(b)).

In diesem sehr engen Abstandsbereich geschieht op-
tisch sehr viel. Zuerst, im Abstand der ,,Verschwimm-
weite“ [14], verschmiert ein sehr kleiner Teil Bildin-
halt auf eine sehr grof3e Flache und dréngt den restli-
chen Bildinhalt an den Kugelrand (Abb. 14(b)). Dann
jedoch bricht das Innere dieser hellen Flache auf und
erlaubt Durchsicht auf eine zweite, sehr stark vergro-
Rerte und konkav verformte Ansicht des Urbildes.
Diese zweite Ansicht des Urbildes ist wie das Urbild
orientiert, d. h. aufrecht und seitenrichtig. In Abbil-
dung 15(b) ist die aufgeplatzte Flache nach aufien zu
einem Kreis aufgeweitet, der die erste Ansicht zur
Kugelmitte hin begrenzt. Im Kreisring zwischen die-
sem Kreis und dem Kugelrand sehen wir die erste An-
sicht (vgl. Abb. 19). Das im Zentrum der Ansicht ste-
hende zweite Bild wird schliel3lich kleiner und klarer;
es zieht sich gewissermalen zusammen bzw. seine
VergroRerung, verglichen mit dem Urbild, nimmt ab
(Abb. 16(b) und 17(b)). Seine Verformungen bleiben
dabei konkav.

Abb. 19: VergroRertes Inspektionsbild aus Abb. 17. Die
Grenze zwischen erster und dritter Ansicht ist gestrichelt
dargestellt, die Grenze zwischen zweiter und dritter Ansicht
ist gepunktet dargestellt. Die weilen Dreiecke deuten die
Orientierungen der Ansichten im Vergleich zum Urbild an.
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Die letzten Stadien (Abb. 17(b) und 18(b)) machen
auf eine weitere Besonderheit aufmerksam, die leicht
zu Ubersehen ist und die sich bereits in den vorange-
gangenen Stadien finden l&sst, vgl. [8] und Abb. 20:
Die sich ausbildenden Schlaufen gehen auf das Auf-
tauchen einer dritten Ansicht des Urbildes zuriick
(Abb. 15(b)). Sie befindet sich auf einem schmalen
Kreisring zwischen der ersten und zweiten Ansicht
(vgl. den vergroBerten Ausschnitt von Abb. 17 in
Abb. 19). Man kann sich den Bildinhalt der dritten
Ansicht geometrisch entstanden denken aus einer ge-
stauchten Spiegelung der zweiten Ansicht an einer
zweiten kreisférmigen Bildgrenze (die gemeinsam
mit der ersten Bildgrenze aufgetaucht ist). Diese hin-
zugedachte Bildgrenze stellt die duRere Grenze der
zweiten Ansicht dar und wandert ebenfalls, wenn
auch langsamer als die innere Bildgrenze der ersten
Ansicht, nach auen. An ihr schlieBen sich korrespon-
dierende Bildinhalte der zweiten und dritten Ansicht
zu den auffalligen Schlaufen zusammen.

(a) (b) (© (d) (e)

Abb. 20: Schematische Darstellung der Entstehung der
Mehrfachansichten bei Unterschreitung des kritischen Ab-
stands zwischen Inspektionskugel und Urbild, vgl. Abb.
14(b)-18(b). Die durchgéngige Linie stellt den Kugelum-
fang dar, die gestrichelte Linie den beobachtbaren Rand der
aufgeplatzten Bildmitte, die gepunktete Linie eine hinzuge-
dachte Hilfslinie, an der eine verzerrte geometrische Spie-
gelung stattfindet, vgl. Abb. 19. Nummeriert sind die Zo-
nen, in denen sich die erste, zweite beziehungsweise dritte
Ansicht befinden.

3.2. Empirische Regeln der Bildverformungen

In der Abfolge der Bildverformungen lassen sich ei-
nige Regeln finden:

3.2.1. Steigerung einer vorliegenden Verfor-
mungsart

e Inspektion: Die Konvexitadt konvexer An-
sichten nimmt mit abnehmender Schirm-
weite zu. Die Konkavitat konkaver Ansich-
ten nimmt mit abnehmender Schirmweite
ab.

e Projektion: Die Konkavitat konkaver Pro-
jektionsbereiche nimmt mit abnehmender
Schirmweite zu. Die Konvexitat konvexer
Projektionsbereiche nimmt mit abnehmen-
der Schirmweite ab.

3.2.2. Vermehrung der Abbildungen des Urbildes

e Inspektion: Bei Unterschreitung einer Kriti-

schen Schirmweite erdffnet sich innerhalb

der konvexen Ansicht eine konkave und eine
zusdtzliche konvexe.

e Projektion: Bei Unterschreitung einer kriti-
schen Schirmweite breitet sich auf dem kon-
kaven Projektionsbereich ein konvexer und
ein zusétzlicher konkaver aus.

3.2.3. Invariante Bildstrukturen
e Inspektion: Kreise im Urbild bleiben Kreise
im Inspektionsbild, wenn ihr Zentrum durch
das Zentrum der Kugel gesehen wird. Ra-
dien solcher Kreise bleiben krimmungsfrei.
e  Projektion: Kreise im Urbild bleiben Kreise
im Projektionshild, wenn ihr Zentrum durch
das Zentrum der Kugel projiziert wird. Ra-
dien solcher Kreise bleiben krimmungsfrei.

Aus der Erhaltung kreisférmiger und radialer Bild-
strukturen um die Bildmitte kénnen wir schlussfol-
gern, dass die Kugellinse lediglich radiale Verfor-
mungen erzeugt. Diese Erkenntnis wird der Schlis-
sel fur unsere formale Beschreibung sein.

4.Der vierte Schritt: Den formalen Zusammen-
hang zwischen unverzerrtem und verzerrtem
Bild beschreiben

4.1. Grafische Darstellung der Bildverformungen

Ziel unserer phanomenologischen Untersuchung ist
es, die Verzerrung des Urbildes zum Bild durch die
Kugellinse formal zu beschreiben; zunédchst grafisch,
spéater algebraisch. Da alle Verformungen entlang der
Radien der Kugelansicht stattfinden (vgl. 3.2.3),
reicht es, den formalen Zusammenhang zwischen der
radialen Urbildkoordinate r und der radialen Inspek-
tions- bzw. Projektionsbildkoordinate ry bzw. rp an-
zugeben. Die grafische Darstellung der zu ermitteln-
den Zuordnung r > ribzw. r = rp kann bereits auf
Grundlage der Fotos von Urbild und Inspektions-
bzw. Projektionsbild erfolgen, wenn nach folgenden
Schritten vorgegangen wird:

e r als urspriinglichen Kreisradius im Urbild-
Foto ablesen (Abb. 12-18, (a)),

e 1 bzw. rpals neuen Kreisradius im Foto vom
Inspektions- bzw. Projektionsbild ablesen
(Abb. 12-18, (b) bzw. (c)),

e rund r bzw. rp in eine Wertetabelle eintra-
gen,

e  Wertepaare als Punkte in einem kartesischen
Koordinatensystem darstellen und miteinan-
der verbinden.

Als niitzlich erwies sich dabei folgende Konvention:
Ein seitenverkehrter (bzw. kopfstehender) Bildbe-
reich wird mit dem umgekehrten Vorzeichen wie das
Urbild bezeichnet; ein seitenrichtiger (bzw. aufrech-
ter) Bildbereich mit dem gleichen Vorzeichen.

Die Schritte eins bis vier lassen sich abkurzen, falls
das Raster Quadrate enthélt, die tiber die Kugel bezie-
hungsweise ihren Schatten hinausragen. In diesen
Fallen ertibrigt sich das Urbild-Foto; man kann dann
die Wertepaare unmittelbar aus dem Inspektions-
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bzw. Projektionsbild-Foto ablesen und direkt in das
Foto als Punkte einzeichnen, denn r ist dann im Au-
Renbereich der Kugel (oder ihres Schattens) in hori-
zontaler Richtung ablesbar; und r, bzw. rp ist im In-
nenbereich entlang des vertikalen Durchmessers ab-
lesbar.

Bemerkenswerterweise sind jene Félle, die fur die In-
spektion schwierig zu vermessen sind, fiir die Projek-
tion wiederum einfach zu vermessen, und umgekehrt.
Dies wird aus der Tatsache versténdlich, dass sich die
verzerrte Projektion mittels entsprechender Inspek-
tion entzerren lasst. Bereiche, die etwa in der Inspek-
tion extrem gestaucht erscheinen, werden in Projek-
tion gestreckt (und umgekehrt). Somit kann man eine
vollstandige Vorstellung Gber die Bildverformung
gewinnen, wenn man die messtechnisch kaum erfass-
baren Grafen fiur die Inspektion durch eine 90°-Dre-
hung der Grafen (bzw. eine Vertauschung der Koor-
dinaten) fir die Projektion erganzt, und umgekehrt.
Die Ubergangssituation zwischen Einfach- und
Mehrfachabbildungen ist trotzdem kaum zu vermes-
sen; sie kann aber gedanklich in den Diagrammen er-
schlossen werden.

Inspektionsbildkoordinate 7,
(=]

Urbildkoordinate »

Abb. 21: Kurvenschar fir den Zusammenhang zwischen
ursprunglicher und verzerrter Ansicht beim Blick durch die
Kugellinse (Inspektion). Abfolge der Kurven im Uhrzeiger-
sinn: d = 3D; 2D; 1,5D; 1,25D; 1D; 0,75D und 0,5D. Der
mittlere Bereich der Kugellinse (kleine ri -Werte) verhalt
sich bildoptisch wie eine diinne Linse (hahezu geradliniger
Graf). Die entsprechende Kurvenschar fir die Projektion
durch die Kugellinse erhédlt man durch Rotation des Dia-
gramms um 90°.

4.2. Eine Klassifizierung der Ansichten mit Hilfe
der grafischen Darstellung

Die Diagramme erleichtern die Erfassung der Er-
scheinungsbedingungen. Sie helfen beispielsweise zu
erkennen, in welchen Fallen dreifache Bildlberlage-
rungen (bei der Projektion) beziehungsweise dreifa-
che Ansichten (bei der Inspektion) entstehen. So kann
man ihnen unmittelbar entnehmen, wie ein Bildpunkt
des Urbildes abgebildet wird: eine zur Bildkoordina-
tenachse parallele Gerade durch die Urbildkoordinate
schneidet den Grafen an den Orten der zugehdrigen
Bildkoordinate.

Fir grof3e Schirmweiten ist dies immer eindeutig und
entspricht einer Einfachabbildung in Projektion und
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Inspektion (Abb. 21, d > 2D). Dabei kann die Stei-
gung des Grafen als AbbildungsmaRstab der Abbil-
dung interpretiert werden. Eine abnehmende Stei-
gung des Grafen bei Entfernung vom Ursprung ent-
spricht einer Bildstauchung zu den Bildréndern, die
fur die konvexe Bildverformung charakteristisch ist.
In diesen Fallen verlaufen die Grafen ausschlieBlich
im zweiten und vierten Quadranten. Die ungleichna-
mige Bild- und Urbildkoordinate zeigt die seitenver-
kehrte und kopfstehende Ansicht an.

Fur kleine Schirmweiten, in denen Dreifachabbildun-
gen vorliegen, ist die Zuordnung zwischen Urbildko-
ordinaten und Inspektions- bzw. Projektionsbildkoor-
dinaten nicht mehr eindeutig. In diesen Féllen durch-
lauft der Graf alle vier Quadranten und erlaubt eine
detaillierte Interpretation der Bildbereiche (Abb. 22).
Eine zur Bildkoordinatenachse parallele und nahe,
vertikale Hilfslinie schneidet den Grafen in drei
Punkten, an denen die zugehorigen Bildkoordinaten
ablesbar sind. Diese entsprechen Dreifachabbildun-
gen, die sich durch den Grafen jetzt genauer charak-
terisieren lassen.

e ungleichnamige Koordinaten (2. und 4.
Quadrant), monoton fallende negative Stei-
gung: konvexe, seitenverkehrte und kopfste-
hende 1. Ansicht des Urbildes;

e gleichnamige Koordinaten (1. und 3. Quad-
rant), monoton wachsende positive Stei-
gung: konkave, seitenrichtige und aufrecht
stehende 2. Ansicht des Urbildes;

e gleichnamige Koordinaten (1. und 3. Quad-
rant), monoton fallende negative Steigung:
konvexe, am Kreis ,,gespiegelte* 3. Ansicht
des Urbildes. Diese Ansicht ist seitenrichtig,
aber kopfstehend (bzw. aufrecht, aber sei-
tenverkehrt)!

I"]z— —_ — — — —
- | konvex 7 Ansicht 3
o IS R 4
o ! A\
< A
£ :
oS E
5 konkav
3 i )
§ Ansicht 2
2 !
fem)
.2
=
Q
o
K= SRR TR TP
2
R N "
koives Ansicht 1
Urbildkoordinate »

Abb. 22: Charakteristische Kurveneigenschaften im Bezug
zu Bildeigenschaften am Beispiel des Inspektionsbildes
beim Abstand d = 0,75D, vgl. Abb. 19.
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Auch gestattet der Graf eine quantitative Angabe der
Bildgrenzen der Mehrfachabbildungen bzw. verviel-
fachten Ansichten: die Schnittpunkte des Grafen mit
der Bildkoordinatenachse (Abb. 22, gestrichelte hori-
zontale Linien) geben den Radius r? an, in dem im
Inspektionsbild der begrenzende Kreis der aufge-
platzten Bildmitte (und damit die Grenze zwischen
erster und dritter Ansicht) gesehen wird. Die zur Bild-
koordinatenachse parallelen Tangenten an die s-for-
mige Kurve schneiden die Urbildachse in den Koor-
dinaten r* bzw. - r!, die als Bereich des Urbildes in-
terpretiert werden konnen, der aufrecht und seiten-
richtig gesehen werden kann. Die ihnen entsprechen-
den Bildkoordinaten ri* bzw. - r* geben dann die
Grenze zwischen zweiter und dritter Ansicht an und
damit auch den Kreisradius der gedachten Kreislinie,
an der das aufrechte und seitenrichtige Bild einmal
»gespiegelt wird.

Die formale Beschreibung mit dem s-férmigen Ver-
lauf der Grafen gestattet damit nicht nur die quantita-
tive Angabe dieser die Abbildung konstituierenden
Elemente (die aufgrund von Unschérfen nicht unbe-
dingt den Fotos direkt entnommen werden kdnnen),
sondern begriindet auch die empirisch aufgestellten
Regeln. So folgt aus dem s-férmigen Kurvenverlauf
rein formal, dass im Inspektionsbild entweder nur die
erste Ansicht erscheint oder alle drei Ansichten zu-
gleich erscheinen. In letzterem Fall ist die Zuordnung
nicht eindeutig und daher existiert auch keine Um-
kehrfunktion. Dies entspricht der Erfahrung, dass in
diesen Bildbereichen eine Projektion mit anschlie-
RBender Inspektion das Urbild nicht rekonstruieren
kann. Diese Besonderheit der Kugelabbildung be-
schrankt die Anwendbarkeit der Anamorphose-Idee.

5.Diskussion

Anhand unserer Phdnomenreihe zum Blick durch die
Kugellinse haben wir eine formale Beschreibung fir
die Ansichtsverformung gefunden. Damit l&sst sich
die verformte Ansicht durch die Kugellinse nicht nur
beschreiben, sondern auch vorhersagen. Unsere for-
male Beschreibung ist bisher nur grafisch; eine algeb-
raische Behandlung steht noch aus.

Die bisherige Phdnomenreihe ist freilich noch unvoll-
stdndig. Es fehlen insbesondere eine systematische
Variation des Abstands zwischen Kugel und Betrach-
ter (bzw. Projektor) und eine systematische Variation
der Blickrichtung (bzw. Projektionsrichtung).

Zur Beantwortung unserer Frage zur Ansichtsverfor-
mung brauchten wir keine Strahlen, Kaustik oder
sonstige Werkzeuge fiir abgeldste Versuche. Wir
konnten eingebunden mit Blick auf die Bildebene
bleiben und alle relevanten Zusammenhénge zwi-
schen urspriinglichem und verformtem Bild von dort
aus erfassen.

Nichtsdestotrotz ist ein Bezug zur Kaustik [6] und
zum Strahlenmodell mdglich und bereichernd. Ord-
net man die projizierten Bilder von verschiedenen

Schirmweiten gedanklich hintereinander an, erhélt
man als Gesamtheit die bekannte Kaustik der Kugel-
linse. Im Umkehrschluss stellen die projizierten Bil-
der Querschnitte durch diese Kaustik dar. Dreht man
den Projektionsschirm so, dass er nicht mehr quer zur
optischen Achse steht, sondern entlang der optischen
Achse liegt, so erhdlt man den bekannten L&ngs-
schnitt durch die Kaustik. Die streifend projizierten
Rasterlinien veranschaulichen dann die Strahlengeo-
metrie.

Die Starke dieses Ansatzes liegt nicht nur in der Ver-
meidung eines strahlenbasierten Zugangs, sondern
auch in der Wahl eines aus den empirischen Befunden
abgeleiteten Koordinatensystems. Anstatt kartesi-
scher Koordinaten zur Beschreibung des Urbildes
und des Inspektionshildes haben wir Polarkoordina-
ten gewdhlt. Es ist zu erwarten, dass sich dadurch
auch das Gleichungssystem fir die Bildkurve [6] ein-
facher 10sen lasst.

Ein Verstandnis der Kugellinse ist bedeutsam, da re-
ale Linsen nicht dem Ideal einer diinnen Linse ent-
sprechen. Bei einer idealen Linse wirde man anstelle
der s-formigen Grafen aus Abbildung 21 geradlinige
Grafen erwarten. Reale Linsen sind eine Zwischen-
form zwischen der extrem diinnen (idealen) Linse und
der extrem dicken Linse (Kugellinse), so dass man
hierfur leicht gekrimmte Grafen zeichnen musste.

6.Zusammenfassung und Ausblick

Ausgehend von alltdglichen und experimentellen Be-
obachtungen haben wir empirische Regeln zur An-
sichtsverformung durch eine Kugellinse formuliert.
Um den Zugang zu erleichtern, haben wir das Prinzip
einer Anamorphose auf die Kugellinse (bertragen
und hierfiir das Auge zwischenzeitlich durch einen
Projektor ersetzt. Durch einen Vergleich zwischen
der unmittelbaren und der verformten Ansicht haben
wir eine halbquantitative Beschreibung der scheinba-
ren Verformung in Abhéngigkeit von der Gegen-
standsweite gefunden, selbst ohne Strahlenoptik. Um
jedoch zu einer umfassenderen und genaueren Be-
schreibung zu gelangen, sind die bildbasierten Unter-
suchungen fortzusetzen.

7. Literatur

[1] Kepler, J. (2000): Optics. Paralipomena to
Witelo and the Optical Part of Astronomy (Wil-
liam H. Donahue, Ubers.). Santa Fe: Green
Lion Press.

[2] Beilwenger, J. (2006): Linsenph&nomene des
Alltags. Oder: Das Phdnomen der drei Bilder
im Glas. In: H. Grotzebauch, V. Nordmeier
(Hrsg.), Didaktik der Physik—Kassel.

[3] Schlichting, H.-J. (2009): Gekriimmte Ansich-
ten. In: Physik in unserer Zeit 40(6), 314. URL:
https://online-
library.wiley.com/doi/full/10.1002/piuz.200990
113 (Stand 9/2018)

331


https://onlinelibrary.wiley.com/doi/full/10.1002/piuz.200990113
https://onlinelibrary.wiley.com/doi/full/10.1002/piuz.200990113
https://onlinelibrary.wiley.com/doi/full/10.1002/piuz.200990113

Grusche et al.

[4] Backhaus, Udo & Braun, T. (2007): Der Blick
ins Wasserglas. Ein Anlass zu Offenem Experi-
mentieren. In: H. Grotzebauch, V. Nordmeier
(Hrsg.), Didaktik der Physik—Regensburg.

[5] Pernter,J. M. & Exner, F. M. (1910): Meteoro-
logische Optik. Wien, Leipzig: Braumdiller.

[6] Quick, Thomas (2015): Phdnomenologie der
optischen Hebung. Berlin: Logos.

[7] Miller, M. (2017): Grammatik der Natur. Von
Wittgenstein Naturph&nomene verstehen ler-
nen. Berlin: Logos. URL.: https://zenodo.org/re-
cord/343889/files/978-3-8325-4424-9.pdf
(Stand 6/2018)

[8] Miiller, M. & Grebe-Ellis, J. (2007): Spiegelbil-
der der Sonne im Tropfen — Zur Phdnomenolo-
gie des Regenbogens. In: H. Grotzebauch, V.
Nordmeier (Hrsg.), Didaktik der Physik—Re-
gensburg.

[9] Miiller, M. (2006): Zur Phanomenologie des
Regenbogens (Examensarbeit). Humboldt-Uni-
versitat zu Berlin.

[10] Fisslin, G. & Hentze, E. (1999): Anamorpho-
sen. Geheime Bilderwelten. Stuttgart: Fisslin.

[11] Hunt, J. L., Nickel, B. G. & Gigault, C. (2000):
Anamorphic images. Am. J. Phys. 68(3), 232-
237. URL.: https://doi.org/10.1119/1.19406
(Stand 6/2018)

[12] Eser, T. (2001): Augsburger Anamorphosen des
18. Jahrhunderts. In: J. R. Paas (Hrsg.), Augs-
burg, die Bilderfabrik Europas: Essays zur
Augsburger Druckgraphik der Friihen Neuzeit
(S. 173-188). Augshurg: Wilner.

[13] Heeke, M. (2003): Anamorphosen und Luftspie-
gelungen aus dem Blickwinkel des Physikunter-
richts (Schriftliche Hausarbeit im Rahmen der
Ersten Staatspriifung fiir das Lehramt flr die
Sekundarstufe I und I1). Staatliches Priifungs-
amt fur Lehrdmter an Schulen, Munster. URL:
http://didaktik.physik.fu-berlin.de/~nord-
mei/PhysikKunstMusik/Software/Anamorpho-
sen.pdf (Stand 6/2018)

[14] Mackensen, M. v. & Ohlendorf, H. C. (1998):
Modellfreie Optik. Kassel: P&dagogische For-
schungsstelle.

Danksagung

Dr. Steffen Danzenbécher trug zur Erkundung der
Ansichtsverzerrungen bei, indem er strahlenbasierte
Simulationen mit POV-Ray anfertigte und eine Ana-
lyse der Blickwinkel vorschlug.

332


https://zenodo.org/record/343889/files/978-3-8325-4424-9.pdf
https://zenodo.org/record/343889/files/978-3-8325-4424-9.pdf
https://doi.org/10.1119/1.19406
http://didaktik.physik.fu-berlin.de/~nordmei/PhysikKunstMusik/Software/Anamorphosen.pdf
http://didaktik.physik.fu-berlin.de/~nordmei/PhysikKunstMusik/Software/Anamorphosen.pdf
http://didaktik.physik.fu-berlin.de/~nordmei/PhysikKunstMusik/Software/Anamorphosen.pdf



