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Wirtschaftsmathematischer Ausgangspunkt Uberblick: Erprobungen an der HWR Berlin
Immer mehr einfihrende Wirtschaftsmathematik-Lehrbtcher erortern Verallgemeinerte Mat- eil 1: Grundlagen )
r_izeninverse un_d Moore-Penrose-Inverse als elementraren Bestandteil wirtschaftsmathema- Teil 2: LGS mit zwei bzw. drei Unbekannten | WS 2014/2015
tischer Grundbildung. Auch hochschulische Kursveranstaltungen zu den Grundlagen der Teil 3: Direktes Produkt & LGS mit vier bzw. | — DPG Wuppertal 2015
Wirtschaftsmathematik (wie z.B. an der FH Schmalkalden und der TU Dortmund) greifen fiinf Unbekannten
den Themenbereich der Verallgemeinerten Matrizeninversen immer Ofter auf. _ _ _ ]
Tell 4. Gaul3-Algorithmus als Koordinaten- | WS 2015/2016
Didaktisches Problem Didaktischer Blickwinkel transformation | — DPG Hannover 2016
Meistens werden Verallgemeinerte Matrizenin- Die Geometrie verknipft Hestenes zufolge Tell 5: Eigenwerte und Eigenvektoren 1 WS 2016/2017
verse auf rein algebraischer Basis eingefuhrt die Algebra mit der physikalischen Welt. Teil 6: Sandwich-Produkte | — DPG Dresden 2017
genlg C:Iesils(\l;vt:stte glr?hg/lr?dorciee-rp\?igrrolgg;llir;veurr?egn' -Wissenschaftlerinnen und Wissenschaftler  Tgj| 7: Verallgemeinerte Matrizeninverse | WS 20172018
p gungen. anderer Fachgebiete werden diese Ver- Erganzendes Thema: GAALOP-Einsatz _, DPG Berlin
AATA = A (ATA)T = ATA knUpfungsbeziehung je nach Standpunkt - & Wiirzburg 2018
ATA AT = At (AANT = AA* auch aus einem anderen Blickwinkel zu Die Mathematik als ein Werkzeua der Phvsik’
Um ein vollstindiges Bild und zusétzliche d deuten versuchen. ’ J y ‘
] - i i wird zu ,Die Physik als ein Werkzeug der Mathematik
daktische Handlungsalternativen zu erhalten, S0 Ist es aus W|_r1.:schaftsmathgmatlscher U y L g _
Ist es sinnvoll, Verallgemeinerte Matrizenin- Fe{.seelg_tlv\e/lelglt_l_mfund d.'dﬁtkt'SCh geredcht- Durch R.UCkg”ff auf physikalische Argumentatlonsmuste_r der Paqll-AI-
verse auch aus geometrischer Perspektive erugt, die ver nu.p ungsnchiung umzudeu- gebra k9nnen_Moore-Penrose-Matrlzenmve_rs_,e geometqsch fundiert
und unter Einbezug der Ideen von Grassmann tgn und zu sagen: Die PhyS|I_< verknupft und so uber die Algebra hinausgehend motiviert und erortert werden.
und Hestenes zu diskutieren. die Algebra mit der Geometrie. Bei dieser Sichtweise wird die Mathematik nicht ausschlieRlich als ein
Werkzeug der Physik, sondern umgekehrt ebenso die Physik — bzw.
Physikdidaktischer Ausgangspunkt ein originar aus der Physik stammendes Konstrukt — als ein didakti-

_ _ . _ _ o _ sches Werkzeug der Mathematik betrachtet.
Pauli-Matrizen reprasentieren Basisvektoren des dreidimensionalen Raums.

Verallgemeinerte Pauli-Matrizen reprasentieren Basisvektoren hoherdimensi-

onaler RAume. (und Dirac-Matrizen reprasentieren Basisvektoren vier- oder fiinfdimensionaler Raumzeiten.)

LOosung Linearer Gleichungen mit zwel Variablen

In moderner Schreibweise kann die Losung eines Linearen Gleichungs-
systems ax + by =r mit zwel Variablen x, y geschrieben werden als:

Mit seiner Ausdehnungslehre formuliert Hermann Grassmann (1809 — 1877) bereits die Grund- » 1
lagen verallgemeinerter Paul- und Dirac-Algebren. Die Lésung eines Systems Linearer Glei- x=(@nab) " (rab) oder x=(rab)(anb)
chungen gibt er schon 1844 in der ersten Auflage der Ausdehnungslehre an (siehe rechts). y=(ana b)‘1 (anr) oder y=(anar)(an b)‘1

Geometrische Interpretation der Grassmannschen Losungsformeln

Das au8ere Produkt zweier Vektoren kann als orientiertes Flachenstlick und damit als die orientierte Flache des durch diese beiden Vektoren aufgespannten Parallelo-
gramms interpretiert werden. Da eine Anderung des Koordinatensystems die geometrische Situation nicht andern wird, werden sich auch die Verhéltnisse der orientier-
ten Flacheninhalte der Parallelogramme a A b, r Ab und a A r nicht andern.

y
Koeffizienten- A X Koeffizienten-
vektoren: y vektoren:
a=a,c,+a,0, a, X+by=r ax QY X+Dy=1 a=a, o, +a,0,+a;0,
b=Db; o, +b, 0, a,X+b,y=r, r a, X+b,y=r, b=Db;c,+b,o,+b;0,
Ergebnisvektor: |/ S x a; X +byy=r, Ergebnisvektor:
r=nocthe, [ r =1, 6,+r,0,+ 130,

Eine Anderung des Koordinatensystem wird jedoch die algebraische Beschreibung der Vektoren andern, die dann drei (anstelle von nur zwei) Komponenten aufweisen
werden. Deshalb wird auch die inverse Matrix eine geanderte Darstellung besitzen. Diese Verallgemeinerte Pauli-Algebra-Matrizeninverse kann zur Losung Uberdeter-
minierter konsistenter Linearer Gleichungssysteme, die mehr Gleichungen als Variablen aufweisen, genutzt werden.

Konventionelle Inverse quadratischer Matrizen und verallgemeinerte Matrizeninverse nicht-quadratischer Matrizen

Die Grassmannschen Losungsformeln konnen immer auch als Matrizenmultiplikation formuliert werden. Die Matrix, die dabel mit dem Ergebnisvektor r multipliziert wird,
wird die Inverse der ursprunglich gegebenen Koeffizientenmatrix sein.

— -1 — -1 — -1 — -1
X=(@Ab)“(rab)=(aAb) ((crx/\b)r1+(csy/\b)r2) X=(@Ab) " (rab)=(aAb) ((ch/\b)r1+(cry/\b)r2+(cszx\b)r3)
— -1 — -1 — -1 — -1
y=@ab) " (@ar)=(@ab) (@anc)r+@ncy)r,) y=(@ab) (@ar)=(@ab)y (@arc)r+@nac,)r+@nc,)rs)
\ y J \ v J
r N r N
| | . 1 |oyAb o,AD | | . 1 |oyAb o,AD o,AD
Inverse einer (2 x 2)-Matrix: A7 = 2~ b Inverse einer (3 x 2)-Matrix:. A™" = 5
N a A Oy a A Gy (falls der Bivektor a A b von links anmultipliziert wird) a A ad A O a A Gy ad A o,
. J . S
/ é )
b) # 0 wird jedes El -1 ein Skalar sei der al % A—l—cyx/\b oyAD onb) 1
Wenn (a A Db) wird jedes Element von A™* ein Skalar sein. Oder alternativ: = 2D
(falls der Bivektor a A b von rechts anmultipliziert wird) a A Oy a A Gy a A G, N
. S
1 . . . . .
Schlussfolgerung Da alle Elemente von A~! Produkte zweier unterschiedlicher Bivektoren sind,
Die Elemente der Moore-Penrose-Matrizeninverse bestehen aus den skalar- werden diese Linearkombinationen aus Skalaren und Bivektoren sein.
wertigen Antellen der Verallgemeinerten Pauli-Algebra-Matrizeninversen. — Verallgemeinerte Pauli-Algebra-Matrizeninverse sind linkseitige Inverse.
Beispielaufaab 9 Skri Die vierte Moore-Penrose-Bedingung gilt nur fur die Skalarterme.
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3‘["']1::“";3{“';;3.;3"”“ A firm manufactures two different final pro- Scheme of Falk: X } q Outer perUQtS. The generalized matrix inverse D_1 then is: q= D r 120 q= Dr 120
; _ - . . 220 The Pauli algebra generalized matrix in-
the following quantties of hrse diferent raw ’ anb= ':1320" ' Ef”’z: : = ﬁ]“* i 43; 53 oo 1 { 58-12M  94+8M —64- M} 120 verse D™ of this problem has been: 222
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Part VII: Generalized matrix inverses) Find the quantities of final products P; and P, mand D will be pre-muitiplied from the left. @owoy) + (240,07 ) + (=16 00) matiinverse D - - Thus the Moore-Penrose generalized matrix
: which will be produced, if exactly 120 units q=D"'r =—4-576-256 302 = It exactly 120 units of the first raw ma- inverse will be = If exactly 120 units of the first raw ma-
of the first raw material Ry, 220 units of the —_83 =_-2.9.11.12 5 4 terial Ry and 220 units of the second raw terial R, and 220 units of the second raw
second raw material R, and 320 units of the To construct the generalized matrix inverse - } material R; are consumed, 20 units of 68 94 _64 materia1l R. are consumed. 20 units of
third raw material R are consumed in the D' the outer products of the coefficient vec- 1 anrb 4 8 the first final product P4 and 30 units of D = 1 a the first fi 2 ' :
19 & learning ¢ accor : (aab) = < T the second final product B- will be pro- 418 _-37 _45 84 e first flnallproduct P1and 30 units of
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inverses, number of raw materials is required to pro- and the base vectors 1 = o, 1 eckotresult. 20 decided to neglect all bivector terms: M =0
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be discussed from a Geometric Algebra viewpoint in the following. 8 390
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