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Beispiel 1: Die Sandwich-Multiplikation mit dem Basisvektor sx 
 

sx r sx = sx (x sx + y sy + z sz) sx = x sx – y sy – z sz 
 

kehrt die senkrecht zur x-Achse stehenden Komponenten um, 

so dass hier eine Spiegelung an der x-Achse modelliert wird. 
 

Beispiel 2: Die Sandwich-Multiplikation mit dem Koeffizienten-

vektor a 
 

a r a = a (a x + b y + c z) a = a2
 a x + a b a y + a c a z 

 

modelliert eine Spiegelung an einer Achse in Richtung des 

Vektors a und erzeugt gleichzeitig eine Streckung um a2. 

Mathematische Grundlagen: 
 

Vektoren 
 

Vektoren werden als Linearkombinationen von ver- 

allgemeinerten Pauli-Matrizen dargestellt ( Geo- 

metrische Algebra). Beispiel im 3d Raum: 
 

r = x sx + y sy + z sz 
 

Lineare Gleichungssysteme 
 

Jedes Lineare Gleichungssystem kann als Linear- 

kombination von Koeffizientenvektoren geschrie- 

ben werden. Beispiel mit drei Variablen x, y, z: 
 

a x + b y + c z = r 
 

Sandwich-Produkte 
 

Ein mathematisches Objekt wird als mittlerer Faktor 

in Sandwich-Form rechts- und linksseitig mit identi- 

schen Größen (reines Sandwich-Produkt) oder mit 

unterschiedlichen Größen (gemischtes Sandwich- 

Produkt) multipliziert. 

Geometrische Interpretation von Sandwich-Produkten mit Vektoren: 
 

           reines Sandwich-Produkt                       gemischtes Sandwich-Produkt 

 

          Spiegelung (+ ggfs. Streckung)                  Achsenvertauschung (+ ggfs. Streckung) 

Beispiel 3: Eine linksseitige Multiplikation mit sx und rechts- 

seitige Multiplikation mit sy 
 

sx r sy = sx (x sx + y sy + z sz) sy = y sx + x sy – z sxsysz 
 

vertauscht die x- und y-Achse, während weitere Kompo- 

nenten in Trivektoren überführt werden. 
 

Beispiel 4: Eine linksseitige Multiplikation mit dem Koeffi- 

zientenvektor a und rechtsseitige Multiplikation mit b 
 

a r b = a (a x + b y + c z) b = b2
 a y + a2

 b x + a c b z 
 

vertauscht bei gleichzeitiger Streckung die a- und b-Achse. 

ca. 2 000 Jahre                                                                                                                ca. 2 000 Jahre 

Zeitskala: Lineare Gleichungssysteme 

Leibniz, Seki, Cramer, Grassmann, 

Peirce, Clifford, Hamilton, Cartan, 

Pauli, Dirac, Riesz, Hestenes 

t 

Frühe Hochkulturen: Babylonier, Chinesen, etc. (rein textbasierte Lösungswege)                              abstrakte formelbasierte Lösungsbeschreibungen 

Diophantus von Alexandria 

(Entwicklung der Variablenschreibweise) 

 
Varianten des Gaußschen Eliminationsverfahrens 

Einbezug physika- 

lischer Ideen 

Die Wissenschaft 
 

der 
 

e x t e n s i v e n   G r ö s s e 

 

oder 
 

die Ausdehnungslehre, 
 

eine neue mathematische Disciplin 
 

d a r g e s t e l l t  u n d  d u r c h  A n w e n d u n g e n  e r l ä u t e r t 

 
von 

Hermann Grassmann 
Lehrer an der Friedrich - Wilhelm - Schule zu Stettin 

 
Erster Theil, 

die lineale Ausdehnungslehre enthaltend. 

 
Leipzig, 1844. 

V e r l a g  v o n  O t t o W i g a n d 

Grassmann nutzt 1844 die äußere Algebra zur Lösung Linearer 

Gleichungssysteme. Ein vollständiges Geometrisches Produkt 

führt er erst 1877 in seinem Beitrag 
 

  Der Ort der Hamilton’schen Quaternionen in der Ausdehnungslehre. 
 

ein – allerdings ohne einen Bezug zur Lösung Linearer Gleichungs-

systeme zu ziehen. Dies kann eine Herausbildung oder Festigung 

des Mathematik-Virus MV/G begünstigen. 

Lösungsansatz: c r b = c a b x + b2
 c y + c2

 b z                                        Ergebnis: 
 

                    b r c = b a c x + b2
 c y + c2

 b z 
 

                 c r b – b r c = (c a b – b a c) x 
 

                               x = (c a b – b a c)– 
1

 (c r b – b r c) 
 

Analog ergibt sich:     y = (a b c – c b a)– 
1

 (a r c – c r a) 
 

                                   z = (b c a – a c b)– 
1

 (b r a – a r b) 

gemischte Sand- 

wich-Produkte 

 
 

Differenzbildung 

 
 

Division durch 

trivektoriellen 

Vorfaktor 

Die Erprobung am Ende der 

Lerneinheit zur Linearen Al- 

gebra im WS 2016/2017 hat 

gezeigt, dass die Lösung ein- 

facher Linearer Gleichungs-

systeme mit Hilfe von Sand- 

wich-Produkten auch in relativ 

knapper Zeit (zwei Vorlesungs-

stunden) als Ergänzung des 

Grassmannschen Ansatzes 

mit den Studierenden erfolg- 

reich erörtert werden kann. 


