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Kurzfassung

Die Reform von Bologna hat in Deutschland zu einer deutlichen Ausdifferenzierung und Auswei-
tung der Studienangebote gefiihrt. Mittlerweile wird eine Vielzahl von unterschiedlichsten Studi-
engangen angeboten, die bereits auf Bachelor-Niveau hochgradig spezialisiert sind.

Um die Erwartungen nicht nur der Studierenden, sondern auch die Erwartungen zukinftiger Ar-
beitgeber zu erfillen, wird in solchen Studiengéngen verstérkt und sehr zielgerichtet studiengangs-
spezifisch Fachwissen vermittelt. Dies fihrt jedoch zwangslaufig auch dazu, dass die Grundlagen-
ausbildung aus Zeitgriinden einen nicht mehr so breiten Raum einnehmen kann wie bei klassischen
Studiengédngen, die eine offene, polyvalente Themensetzung im Bachelor-Bereich aufweisen und
erst in nachfolgenden Master-Studiengangen eine vertiefte Spezialisierung anstreben.

Deshalb wurde die Geometrische Algebra als eine physikalisch motivierte mathematische Sprache
in einem fachhochschulischen Mathematikkurs vom Autor didaktisch reduziert und mit dem Ziel
einer effizienten, duBerst kompakten Darstellung rekonstruiert angeboten. Die Kursdurchfiihrung
sowie deren Vor- und Nachteile werden vorgestellt und diskutiert. Da die Geometrische Algebra
als mathematische Sprache uber die Physik hinausweist und auch in nicht-physikalischen Fachzu-
sammenhdngen eine fundierte mathematische Herangehensweise fordert, kénnen die Kursinhalte

recht einfach auf andere Themengebiete Ubertragen werden.

1.Ausgangslage

Die Reform von Bologna hat in Deutschland zu
einer deutlichen Ausdifferenzierung und Auswei-
tung der Studienangebote gefiihrt. Mittlerweile wird
eine Vielzahl von unterschiedlichsten Studiengangen
angeboten, die bereits auf Bachelor-Niveau hoch-
gradig spezialisiert sind.

Um die Erwartungen nicht nur der Studierenden,
sondern auch zukinftiger Arbeitgeber zu erfillen,
wird in solchen Studiengdngen verstarkt und sehr
zielgerichtet  studiengangsspezifisch  Fachwissen
vermittelt. Dies fiihrt jedoch zwangsléufig auch
dazu, dass die Grundlagenausbildung aus Zeitgriin-
den einen nicht mehr so breiten Raum einnehmen
kann wie bei klassischen Studiengéngen, die eine
offene, polyvalente Themensetzung im Bachelor-
Bereich aufweisen und erst in nachfolgenden Mas-
ter-Studiengéngen eine vertiefte Spezialisierung an-
streben.

Der Kurs, in dem die Geometrische Algebra sehr
kompakt zur Ldsung Linearer Gleichungssysteme
eingesetzt und gewissermaRen im Schnelldurchgang
vermittelt wurde, ist Teil eines solchen thematisch
monovalent ausgerichteten Studiengangs: Anstelle
eines breit und umfassend angelegten Studiums zur
Betriebswirtschaftslehre kénnen Studierende an der
MSB den Bachelorstudiengang ,,Medical Control-
ling and Management‘ studieren, der strikt auf das

wirtschaftliche Agieren in der Gesundheitsbranche
fokussiert.

In diesem Studiengang steht die Vermittlung berufs-
feldbezogener Handlungskompetenzen (Module zum
Operativen Medizincontrolling, zum Medizinischen
Qualitats- und Forschungsmanagement, etc.) im
Vordergrund. Die Grundlagenausbildung erfolgt da-
gegen sehr gedrangt.

Dies macht sich insbesondere auch im Bereich der
Mathematik und Statistik bemerkbar, da im Ver-
gleich zu polyvalent ausgerichteten Studiengangen
der inhaltliche Umfang mit

e Lineare Algebra/Lineare Optimierung

o Differential- und Integralrechnung

e Finanzmathematische Grundlagen

e Deskriptive Statistik

e Wahrscheinlichkeitsrechnung

¢ Induktive Statistik
(ausfuhrliche Auflistung siehe [1])

&hnlich umfangreich eingeplant, jedoch nun in ei-
nem Semester zu vermitteln ist. Damit steht in die-
sem Studiengang mit 4 SWS im Vergleich zu po-
lyvalent ausgerichteten Studiengéngen, die im Hoch-
schulverbund von BSP & MSB ebenfalls angeboten
werden, nur in etwa halb so viel Zeit fur die Vermitt-
lung der gleichen Inhalte zur Verfiigung.



Horn

2.Konsequenzen der gednderten Rahmenbedin-
gungen

Die gednderten Rahmenbedingungen der wissen-
schaftlichen Grundlagenausbildung erfordern nun
nicht nur ein radikales Umdenken bei der didakti-
schen Ausgestaltung der Kurse, sondern ertffnen
auch Chancen fur neue Herangehensweisen. Dies
wird besonders deutlich, wenn die Dichotomie
von Feynman zur Beschreibung wissenschaftlicher
Herangehensweisen auf diesen Bereich (bertragen
wird.
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Abb.1: Griechisch-Babylonische Dichotomie von Feyn-
man [2, S. 46 ff].

Diese Dichotomie schlieft an die unterschiedlichen
mathematischen Traditionen in Babylon und Grie-
chenland an, deren moderne Umformung (siehe Ab-
bildung 1) wir noch heute durch die Zweispaltung
akademischer Bildung in Form universitar grundle-
gender bzw. fachhochschulisch anwendungsbezoge-
ner Schwerpunktsetzungen — bewusst oder unbe-
wusst — weiterfiihren.

Fur den Bereich der Physik zieht Feynman eine
entschiedene Schlussfolgerung: ,,In physics we need
the Babylonian method, and not the Euclidean or
Greek method“ [2, S. 47]. Er begriindet dies unter
anderem auch didaktisch: ,,Heute besitzen wir nicht
die Fahigkeit, einem Studenten zu zeigen, wie er
Physik physikalisch verstehen kann! (...) Der einzi-
ge Weg, Physik physikalisch zu verstehen, (ist) auch
heute noch der langweilige, babylonische Weg, viele
Beispiele zu machen, bis man es verstanden hat“ [3,
S. 70].

In der Physik sind wir — sofern wir dieser Argumen-
tation folgen — in unserer didaktischen Herange-
hensweise somit unabéanderlich festgelegt: Es geht
nicht anders, wir miissen aus inhaltlich zwingenden
Grinden dem babylonischen Weg folgen.

Fur die Mathematik jedoch, und dies macht eine
Offnung physikdidaktisch gepragter Ansatze fir die
Mathematikdidaktik interessant, gibt es eine solche

inhaltlich zwingende Festlegung nicht, denn es gibt
offenkundig zwei verschiedene Arten, Mathematik
Zu betreiben. ,,There are then two mathematics,”
schreibt Hardy in [4, S. 139].

Es existieren zwei mathematische Welten — eine
echte mathematische Welt, die der griechischen
Tradition folgt, und eine dem entgegengesetzte ma-
thematische Welt, die der babylonischen und damit
der physikalischen Tradition folgt. Diese in den
Worten von Hardy ,triviale® Mathematik (,,for want
of a better word* [4, S. 139]) ergénzt die Dichotomie
von Feynman noch um den Aspekt der Nutzlichkeit:
,,The trivial mathematics is, on the whole, useful,
and ... the real mathematics, on the whole, is not* [4,
S. 139].

Insbesondere diese Zielstellung der Nitzlichkeit und
des strikten Anwendungsbezugs flhrt dazu, dass die
Mathematikausbildung in den streng auf ein duBerst
eng umrissenes Berufshild ausgerichteten Studien-
gangen, der an Beispielen ausgerichteten, also tradi-
tionell physikalischen Art der Wissensvermittlung
folgen wird.

Anstelle einer Mathematik, die als Wissenschaft
konzipiert ist, tritt eine Mathematik, die als Hand-
werk gelehrt, gelernt und nutzbringend eingesetzt
wird.

3.Ziel dieses Beitrags

Die Geometrische Algebra ist eine mathematische
Sprache, die aus mehreren Griinden geeignet ist, die
Mathematik (bzw. die nach Bologna (brig gebliebe-
ne kondensierte Mathematik) ,,physikalisch* zu leh-
ren und zu verstehen.

Zum einen handelt es sich bei der Geometrischen
Algebra um einen mathematischen Ansatz, der auf
der Grundlage nicht-kommutativer Ideen von GraR-
mann, Hamilton, Clifford, Cartan und anderer durch
David Hestenes physikdidaktisch motiviert und vor
allem unter Bezug auf physikalische Fragestellungen
weiterentwickelt und didaktisch aufbearbeitet wur-
de.

Im Zentrum steht somit immer auch der Gedanke
einer Reform der mathematischen Sprache der Phy-
sik [5]. Somit kdnnte die Geometrische Algebra von
ihren Wurzeln her als typisch physikalisches Kon-
strukt, das ein babylonisch-physikalisches Lehren
und Lernen gestattet, betrachtet werden.

Zwar hat sich die Geometrische Algebra mittlerwei-
le von diesen Wurzeln emanzipiert und findet auch
in zahlreichen Gebieten und Fragestellungen aul3er-
halb der Physik eine immer gréRere Verbreitung.

Doch dieses Uberschreiten der physikalischen Fach-
grenzen erfolgt meist nicht in mathematisch-
axiomatischer, also griechischer Form, sondern in
den allermeisten Féallen beispielhaft anwendungsbe-
zogen und somit in physikalisch-babylonischer Tra-
dition.

So ist die Nutzung der Geometrischen Algebra zur
Modellierung einer modernen Linearen Algebra ein
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typisch fachibergreifender Ansatz, da die Annahe-
rung komplexer Zusammenhdnge durch Lineare
Gleichungen ein Wesenskern der Mathematisierung
zahlreicher, auch physikfremder Sachgebiete dar-
stellt.

Ziel dieses Beitrags ist deshalb genau dies: Es soll
eine effiziente und auBerst kompakte Darstellung der
Linearen Algebra auf einer modernen Basis unter
Einbezug nicht-kommutativer Konzepte vorgestellt
und diskutiert werden.

Die diesem Ansatz zugrunde liegende These lautet
dann, dass eine solche moderne Darstellung der
Linearen Algebra auf Fachhochschulniveau nicht
nur mit leistungsstérkeren Studierenden (was bereits
in [7] gezeigt wurde), sondern auch mit leistungs-
schwacheren Studierenden erfolgreich erarbeitet und
diskutiert werden kann.

4. Ubersicht tiber die Materialentwicklung

Da in aktuell gebrauchlichen Lehrbichern derzeit
kein Bezug auf eine Lineare Algebra, die die Kern-
punkte der Geometrischen Algebra aufgreift, ge-
nommen wird, ist zur Umsetzung eines solchen An-
satzes in einem ersten Schritt die Entwicklung ent-
sprechender Materialien notwendig.

Fur leistungsstarkere Studierende liegen solche Ma-
terialien bereits auf englisch vor [7], [8], [9], [10]
bzw. befinden sich in Vorbereitung zur Publikation
[11], [12]. Die in diesem Zusammenhang wesent-
lichste Fragestellung betrifft den Umfang der didak-
tischen Reduktion und das Problem, welche notwen-
digen Inhalte zu Ubernehmen bzw. welche nicht
zwingend notwendigen Inhalte im Sinne einer kom-
pakten und anwendungsorientierten Vermittlung ge-
strichen werden kdnnen.

Des Weiteren sind entsprechende Ubungsmaterialien
bisher ebenfalls nicht in deutscher Sprache erhélt-
lich. Deshalb wurden mehrere Arbeitsblatter mit
Ubungsaufgaben und Musterlésungen entworfen, die
diesem Beitrag in [15] beigefugt werden.

5.Didaktische Reduktion der modernen Linearen
Algebra

Letztendlich wurde im Unterricht eine radikal einfa-
che Umsetzung gewéhlt: Alle bisher den Studieren-
den bekannten Rechenregeln werden unhinterfragt
tbernommen und naiv auf nicht-kommutative Situa-
tionen Ubertragen bzw. im Einzelfall addquat ange-
passt. Lediglich eine einzige neue Regel wird ein-
fiihrt: Bei Multiplikation zweier unterschiedlicher,
benachbarter Basisvektoren muss ein zusétzliches
Minuszeichen beriicksichtigt werden, wenn die Mul-
tiplikationsreihenfolge vertauscht wird.

Gj0j = — 0j0j furlij {1}
Zusammen mit der bereits bekannten Tatsache, dass
raumliche Basisvektoren zu Eins quadrieren

Gi2 =1 {2}

ergibt sich eine mathematisch vollstdndige Be-
schreibung einer verallgemeinerten Pauli-Algebra
fir n beliebig viele Dimensionen. Dies stellt in der
Tat ,the simplest way of fully characterizing the
object as a working definition“ [6, S. 823] dar, ,(...)
clearly enough general and simple. The only rules to
remember is that different orthogonal generating
units (vectors) anticommute and that their square is
+1,(...)” [6, S. 823].

Deshalb wurden die einfilhrenden Folien des eng-
lischsprachigen Kurses [8, S. 2-6], die diese einfache
Definition begriinden und erldutern, in deutscher
Ubersetzung inhaltlich nahezu unverindert in die
Folien des MSB-Kurses [14, S. 2-6] ubernommen.
Die graphische Veranschaulichung der grundlegen-
den Anti-Kommutativitét ist in Abbildung 2 [14, S.
6] gezeigt.

Ox

GxOy oy > oy GyOx

S
>
Ox

A 4

A

Abb.2: Geometrische Begriindung des Vertauschungsver-
haltens oG, = — o,0, der beiden Basisvektoren o, und .

Zur Losung Linearer Gleichungssysteme wird nun
nur noch die Anwendung dieses Vertauschungsver-
haltens bei Multiplikation mehrerer Vektoren bené-
tigt.
Um den rechnerischen Aufwand gering zu halten,
beschrankt sich die Diskussion im vorgestellten
Kursverlauf im Wesentlichen auf konsistente Linea-
re Gleichungssysteme mit zwei Unbekannten und
demzufolge zwei Linearen Gleichungen [14, S. 10]

ax+by=r {3}
mit den Koeffizientenvektoren

a=aoxt+ao, b=botbo, {4}
und dem Ergebnisvektor

r=ryox+ryoy {5}
An die Stelle einer zeilenweisen Interpretation Line-
arer Gleichungssysteme der konventionellen Linea-
ren Algebra tritt dabei eine spaltenweise Interpreta-
tion im Sinne einer modernen Linearen Algebra.

Und an die Stelle von Spaltenvektoren der konventi-
onellen Linearen Algebra treten Pauli-Vektoren als
Linearkombinationen von Pauli-Matrizen im Sinne
der Geometrischen Algebra [7].

Da nur zwei Unbekannte x, y betrachtet werden, ist
mathematisch nur die Multiplikation von lediglich
zwei Vektoren notwendig, die beispielhaft anhand
der Determinantenberechnung in [14, S. 12-13]

ab = (axox+ayoy) (bxox+ byoy) {6}
det[a, b] = (a A b) o,04 {7}
eingefuihrt und diskutiert wird.



Horn

Eine entscheidende Rolle bei der didaktischen Um-
gestaltung und Vereinfachung spielt in diesem Zu-
sammenhang die fachsprachliche Reduktion.

Zwar werden in den Folien, die von den Studieren-
den Uber die hochschuleigene Lernplattform herun-
tergeladen und auch als Skript verwendet werden
kénnen, Begrifflichkeiten wie inneres und auleres
Produkt geklart. Im hochschulischen Unterricht
wurde auf diese Fachausdricke jedoch verzichtet.
Stattdessen wird lediglich von Skalarteil und fla-
chenartigem Teil (Fl&chenteil) gesprochen, so dass
inneres und dauBeres Produkt durch Bezug auf ihren
Sinngehalt geometrisch greifbar und allgemeinver-
standlich benannt werden.

Aus den Produkten ab, ar, r b kann das auBere Pro-
dukt als flachenartiger Teil in einfacher Weise durch
simples Weglassen des Skalarteils

anb=(ab), {8}
anr=(ar), {9}
rab=(rb), {10}

ermittelt werden. Ein Rickgriff auf die Definitions-
gleichung

arb=%(ab-ba) {11}

ist nicht notwendig, kann jedoch bei Bedarf mit
leistungsstérkeren Studierenden thematisiert werden.

Der Begriff der Determinante wurde vollstandig ge-
strichen. Stattdessen wird die Determinante im zwei-
dimensionalen Fall ganz im Sinne von Gl. {7} als
orientierte Flache des von a und b aufgespannten Pa-
rallelogramms der Gleichungen {6} &{8} eingefihrt.

In dieser Sprachregelung fiihren die Studierenden
somit keinen unanschaulichen Determinantenver-
gleich, sondern einen graphisch fassbaren Flachen-
vergleich durch, um die Unbekannten x, y zu ermit-
teln:

x(@ab)=rab {12}

y(@aanb)y=anar {13}
Die Cramersche Regel erféhrt so eine geometrisch-
anschauliche Interpretation, die das sonst (bliche,
aus Studierendensicht oft unmotivierte Hantieren mit
vom Dozenten ohne nachvollziehbare Begrindung
eingefuhrten Zahlen (Determinanten) durch eine
visuell zugéngliche Darstellung ersetzt oder zumin-
dest ergénzt.

Um die mathematische Verstédndlichkeit zu gewéhr-
leisten wird auf eine Aquivalenzumformung der
Gleichungen {12} und {13} verzichtet, so dass die
Thematik einer Division durch orientierte Flachen
x=(anrb)(rab) {14}
y=(@nb)*@nr) {15}
nicht angesprochen werden muss. Die Unbekannten
X, y kénnen mit Hilfe der Gleichungen {12} und

{13} direkt durch Koeffizientenvergleich [14, S. 16]
bestimmt werden.

Eine Probe [14, S. 16-17] schliet die Rechnung

4

durch Bestatigung der aufgefunden Werte von X, y
sodann ab.

6.Berechnung Inverser Matrizen

AnschlieBend an die in Abschnitt 5 vorgestellte
didaktische Reduktion der Ldsung eines Linearen
Gleichungssystems aus zwei linearen Gleichungen,
kann das Ldsungsverfahren unter Nutzung inverser
Matrizen eingefihrt werden. Dabei wird die Defini-
tionsgleichung fir die Inversen von (2 x 2)-Matrizen

AA'=E  (E..Einheitsmatrix) {16}
in zwei gesonderte Lineare Gleichungssysteme

ax;+by;=oyx {17}

ax;+tby,=o, {18}

umgeschrieben [14, S. 20 ff]. Analog zu den Glei-
chungen {12}, {13} ergeben sich die Elemente der
inversen Matrix

X; X
At=|T 2] 19
o H

durch Koeffizientenvergleich der &ufReren Produkte
der Koeffizientenvektoren a, b und der Basisvekto-
ren oy, oy

Xt(@ab)=oxAb X (aab)=cyAb {20}
yi(@anb)y=anrox y.(anb)=anoc, {21}

Wird die in Abschnitt 5 diskutierte Systematik des
Losungswegs von den Studierenden verstanden,
stellt der Ubergang zur Ermittlung inverser Matrizen
keine groRe kognitive Umstellung beziiglich der
Geometrischen Algebra dar, da die Rechenschritte
bei der jeweiligen Flachenbestimmung analog ver-
laufen.

Zwar missen nun vier Flachenvergleiche (siehe Gl.
{20}, {21}) anstelle von lediglich zwei Flachenver-
gleichen (Gl. {12}, {13}) vorgenommen werden.
Die Rechnungen sind jedoch insgesamt einfacher, da
die Multiplikationen a r bzw. r b auf jeweils vier
Terme fihrt, wahrend die Multiplikationen der Ko-
effizientenvektoren mit den Basisvektoren immer
nur zwei Terme umfasst.

7.GauBscher Algorithmus

Eine deutliche kognitive Umstellung stellt jedoch
der Schritt von den oben aufgefiihrten Lésungsver-
fahren zum GauRRschen Algorithmus dar. Im physi-
kalisch geprégten Kontext der Geometrischen Al-
gebra kann der GauBsche Algorithmus als Koordina-
tentransformation [11] verstanden werden. Dabei
wird Gleichung {3}

(axox + ay0y) X + (bxox + byoy) y
=rsoxt+ryo, {22}
durch eine erste Transformation der x-Achse mit
Hilfe der Substitution

€,—a, o,
€x = a =2y 0x +ay oy :>GX=7a {23}
X

in die Gleichung



Die Geometrische Algebra im Schnelldurchgang

b b,a
ex X + [axex +(by —ayJGy] Yy

=g +(r—rxayjc 24
- X y a y { }

aX X

Uberfuhrt. Die nachfolgende Transformation der y-
Achse

b b,a
ey=h=—e, +(by—chy

X aX

— eX+
a,b,—a,b, ab,—ab,

= oy = ey {25}

ergibt die endgliltige Gaul3-Gleichung in Pauli-Form

exXteyy
r.b,—rb a,.r, —a.r
=2 Y VX g4 Y yXey{26}
ab, —ab, a,b, —ab,

Die Koeffizienten der Ausgangsgleichung {22}, des
Zwischenschritts {24} und der endgiiltigen Gaul3-
Gleichung {26} sind jeweils Elemente der erweiter-
ten Koeffizientenmatrizen von Gaul} (Abb. 3).

X y r
ax by x
ay by ly
. b :
a.‘( X
b.a,_ r.a
O b\. _ x%y T‘_ x 9y
3 a Yl
) 0 r.b, —rb,
ab —ab,
0 L a.r, —ar,
ab —ab,

Abb.3: Erweiterte Koeffizientenmatrizen fiir ein Lineares
Gleichungssystem aus zwei linearen Gleichungen.

Wiéhrend die allgemeine algebraische Darstellung
fir leistungsschwachere Studierende nicht leicht
nachvollziehbar ist, stellt die graphische Veran-
schaulichung [14, S. 28, 29, 31] eine gute didaktische
Briicke dar. Diese Briicke l&sst sich insbesondere
dann erfolgreich nutzen, wenn das Lésungsverfahren
nicht allgemein wie in Abb. 3, sondern anhand von
Beispielaufgaben durchschritten wird.

Dennoch ist der GauR3-Algorithmus fiir Studierende
kognitiv bei weitem nicht so attraktiv wie die voran-
gegangenen Verfahren. In der Klausur, in der die
freie Wahl der Losungsstrategie zugelassen wurde,
entschieden sich alle Studierenden dafur, die ent-
sprechende Aufgabe zur Linearen Algebra mit Hilfe
der in Abschnitt 5 beschriebenen VVorgehensweise zu
16sen.

8.Durchfiihrung der Kurseinheit

Im Kurs ,,Mathematik und Statistik® (Modul M 22)
des Bachelorstudiengangs ,,Medical Controlling and
Management” der MSB [1] ist ein Workload von
insgesamt 150 Stunden vorgesehen.

Dieser verteilt sich auf 72 Vorlesungsstunden (Kon-
taktstudium in Form von Présenzunterricht) und 78
Stunden Selbststudium, was zu einer anrechenbaren
ECTS-Punktezahl von 5 Credit Points fiihrt.

Die hochschulische Organisation lehnt sich dabei
sehr an schulische Unterrichtsformen an. Die Studie-
renden sind einem Klassenverband zugeordnet und
studieren nach einem vorgegebenen Stundenplan.
Die Anwesenheit ist in allen Kursen verpflichtend
und wird auf nachdriicklichen Wunsch der Hoch-
schulleitung auch durchgéngig und strikt Gberprdift.

Dem gegenliber steht eine grofRziigige Anrechenbar-
keit von andersweitig erbrachten Leistungen. So
waren im Sommersemester 2015 etwa die Halfte der
Studierenden vom Besuch des Moduls M 22 befreit,
da sie als Quereinsteiger zuvor in der BWL besuchte
Mathematikveranstaltungen anrechnen konnten.

Fur die Durchfiihrung der Kurseinheit zur Geometri-
schen Algebra, die sich an eine Einflihrung in die
Matrizenrechnung anschloss, standen zwei Kurster-
mine zu je 4 x 45 Min. zur Verfligung.

Im ersten Kurstermin (siehe Arbeitsblatt 15 in [15])
wurden die in den Abschnitten 5 und 6 diskutieren
Losungsverfahren zur Lésung Linearer Gleichungs-
systeme mit zwei Unbekannten erarbeitet und ein-
gelibt. Dabei wechselten sich vorlesungsartige Pha-
sen in Zentralunterricht und Einzel- bzw. Gruppen-
Ubungsphasen ab.

Im zweiten Kurstermin wurde der in Abschnitt 7
vorgestellte Gaullsche Algorithmus in der Interpreta-
tion von Koordinatentransformationen erértert und
eingelibt.

Zwar wurde fir leistungsstarkere und mathematisch
interessiertere Studierende auch eine Aufgabe zur
Losung eines LGS mit drei Unbekannten (siehe
Aufg. 8 in [15]) aufgenommen. Die Bearbeitung die-
ser Aufgabe war jedoch freiwillig und wurde aus-
dricklich als nicht klausurrelevant benannt.

Zur Unterstitzung der Einzel- und Gruppentibungs-
phasen werden Ubungsaufgaben [15] bereitgestellt.
Zum Teil kdnnen diese wahrend der Kursveranstal-
tung geldst werden. Die aus Zeitgrinden wéhrend
des Prasenzunterrichts nicht gelosten Aufgaben
dienen jeweils als Hausaufgaben.

Zu Beginn des nachfolgenden Kurstermins kdnnen
einzelne Aufgaben, die die Studierenden zuhause
bearbeitet haben, vorgestellt und eingehender disku-
tiert werden, falls in dieser hauslichen Vertiefungsu-
bung Studierende Probleme mit dem L&sungsweg
gehabt haben.

Abbildung 4 zeigt das Tafelbild eines solchen Auf-
gabenvergleichs. Vorgestellt ist die erfolgreiche und
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Abb.4: Tafelbild zur Lésung der Ubungsaufgabe 1d) des Ubungsblattes 15 vom 15. Juni 2015.

mathematisch korrekte Bearbeitung von Aufgabe 1
d) des Ubungsblattes 15 (siehe [15]).

Die Losung der gleichen Aufgabe durch Koordina-
tentransformationen, die die vormals orthogonalen
Achsen das Koordinatensystem in zwei schrag zuei-
nander stehende neue Achsen in Richtung der Vek-
toren

ex=a= 5o0x—20, {27}
ey =b=-20,-30y {28}
Uberfihren, ist in Abbildung 5 dargestellt. Die ent-

sprechende Rechnung ist als Musterlésung in [15, S.
21-22] zu finden.

Eine statistisch abgesicherte Evaluation wurde nicht
durchgefiihrt. Jedoch wurde eine entsprechende
Aufgabe in der Klausur gestellt, in der ein Lineares
Gleichungssystem geldst werden sollte. Diese Auf-
gabe wurde im Vergleich zu den anderen Klausur-
aufgaben von den Studierenden tberdurchschnittlich
gut gelost.

Dies deutet darauf hin, dass die Studierenden die
Inhalte der Kurseinheit zur Geometrischen Algebra
zumindest in dem in der Klausur geforderten Rah-
men verstanden und kognitiv erfolgreich verarbeitet
haben: Sie sind also in der Lage, die wesentlichen
Inhalte der Geometrischen Algebra eigenstindig zu
reproduzieren und auf modifizierte Fragestellungen
anzuwenden.

Auch die sonstigen Rickmeldungen der Studieren-
den zu dieser Kurseinheit waren durchgéngig positiv

Die zur Geometrischen Algebra vermittelten Inhalte
wurden als verstandlich, nachvollziehbar und ma-
thematisch nicht zu schwierig beschrieben. Insbe-
sondere der Vergleich des von den Studierenden ge-
nannten (subjektiven) Schwierigkeitsgrads zeigt,
dass die Rezeption der Geometrischen Algebra in
diesem Kurs ohne gréRere Probleme erfolgte.

Als schwierig, sehr abstrakt und weniger gut zu-
ganglich wurden von den Studierenden im Rick-
blick gegen Kursende dagegen vor allem Inhalte zur
Finanzmathematik und zur Statistik bezeichnet.

Weitere Schlussfolgerungen lassen sich aus der Art,
wie die Klausuraufgabe geldst wurde, ziehen. Dabei
fallen vier Punkte ins Auge:

e Das schulische Wissen zur Losung Linearer
Gleichungssysteme scheint komplett verschiittet.
Obwohl die Studierenden in der Klausur in der
Wahl der Losungsstrategie vollkommen frei wa-
ren, entschied sich kein Prifling fiir die in der
Schule (blicherweise behandelten L&sungsme-
thoden.

e Alle Klausurteilnehmerinnen und -teilnehmer
entschieden sich dafiir, das gegebene Lineare
Gleichungssystem mit Hilfe der in Abschnitt 5
beschriebenen Berechnung &uRRerer Produkte zu
losen. Ein direkter Fl&chenvergleich erscheint so-
mit fur Studierende attraktiver als ein indirekter
Vergleich mit Hilfe inverser Matrizen oder ein
Langenvergleich auf Grundlage des GauBschen
Algorithmus.
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(50x—20y)x+(-20,—-30)y =60,+280,
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Abb.5: Graphische Veranschaulichung der Koordinatentransformation, die der Losung von Ubungsaufgabe 1d)

mit Hilfe des Gaullschen Algorithmus zugrunde liegt.

e Der mathematische Formalismus wurde bis auf
einen von allen Priflingen korrekt und sachrich-
tig durchschritten. Die Mathematik der Geome-
trischen Algebra wurde erfolgreich angewandt.

e Probleme gab es jedoch mit der inhaltlichen In-
terpretation der mathematisch korrekt ermittelten
Ergebnisse. Die Geometrische Algebra fihrt so-
mit zwar zu einer erfolgreichen Mathematisie-
rung, vermindert aber nicht zwangsléufig logi-
sche Verstandnisprobleme, wenn es um die In-
terpretation der Aufgabenstellung (die naturge-
maR vor einer Mathematisierung steht) geht.

Eine ausfuhrliche Darstellung der Klausuraufgabe
mit der konkreten Ausgestaltung des Aufgabentextes
und einer studentischen Musterlésung findet sich
ergénzend im beigefligten Text [16].

9.Schlussfolgerungen und Ausblick

Die gelungene Kursdurchfuhrung zeigt, dass eine
moderne Darstellung der Linearen Algebra auf
Grundlage der Geometrischen Algebra nicht nur mit
leistungsstérkeren Studierenden, sondern auch mit
leistungsschwécheren Studierenden erfolgreich auf
Fachhochschulniveau erarbeitet und diskutiert wer-
den kann.

Die hier vorgestellte Kurseinheit bietet eine effizien-
te und &ulerst kompakte Einfuhrung in die Mathe-
matik Linearer Gleichungssysteme auf Grundlage

der Geometrischen Algebra. Diese Einfuhrung kann
dabei nicht nur genutzt werden, um mit mathema-
tisch zuriickhaltenden Studierenden anwendungsori-
entiert wirtschaftswissenschaftliche Problemstellun-
gen sachangemessen zu diskutieren und zu lésen.

Da die Lineare Algebra wesentlicher mathemati-
scher Strukturkern zahlreicher weiterer Wissen-
schaftsdisziplinen ist, in denen ebenfalls komplexe
Sachverhalte durch lineare Gleichungen modelliert
oder angendhert werden, kénnen das hier vorgestell-
te Konzept und die hier vorgestellten Kursinhalte
recht einfach auf andere Themengebiete Ubertragen
werden.

Dariiber hinaus kénnen auch leistungsstarkere Stu-
dierende von diesem Konzept profitieren, wenn aus
Zeitgrinden nur knapp in die Geometrische Algebra
eingefiihrt werden kann. Eine solche Anwendung
findet sich beispielsweise in [11], [12], wobei die
kompakte Einflhrung in die Mathematik Linearer
Gleichungssysteme auf Grundalge der Geometri-
schen Algebra (in Analogie zu den hier vorgestellten
Abschnitten 5 und 6) dazu genutzt wurde, um die
Grundlagen fir eine breitere und tiefer gehende
Diskussion Linearer Gleichungssysteme als Koordi-
natentransformationen (in Analogie zu Abschnitt 7)
zu schaffen.

Und nicht zuletzt sollte ein weiterer Gesichtspunkt
nicht vernachlassigt werden: Die Studierenden der
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MSB, mit denen das hier vorgestellte Konzept auf
Fachhochschulniveau erprobt wurde, sind beziiglich
ihres mathematischen Wissenstandes und beziglich
der von ihnen gezeigten mathematischen Probleml-
sekompetenzen in etwa mit Schilerinnen und Schi-
lern der Mathematik-Grundkurse in der Sekundar-
stufe 11 vergleichbar.

Es ist deshalb davon auszugehen, dass die Geometri-
sche Algebra im Allgemeinen und die Ldsung Line-
arer Gleichungssysteme auf Grundlage der Geomet-
rischen Algebra im Speziellen auch im schulischen
Bereich erfolgreich eingesetzt und auch mathematik-
ferneren Schilerinnen und Schilern erfolgreich ver-
mittelt werden kann.

Und angesichts der immer weiter ausufernden Vor-
gaben durch Kerncurricula, zentrale Prifungen und
anderer Leistungsvergleiche sollten wir nicht ver-
gessen, was dies bedeutet: ,,A geometric algebra
based curriculum in high school (and before) will
provide also the most effective way to improve that
dramatic situation that has been acutely depicted by
P. Dowling and R. Noss with the sentence: “The ma-
thematical content of the National Curriculum (in
Mathematics): The Empty Set“[6, S. 821].

Das hier vorgestellte Konzept bietet somit auch die
Chance, sich intensiver Uber Inhalte und deren di-
daktischer Bedeutung auseinanderzusetzen.
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