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Kurzfassung

In der Informatik wird die Konforme Geometrische Algebra zur Beschreibung geometrischer Ope-
rationen im dreidimensionalen Raum eingesetzt. Die Modellierung und programmtechnische Um-
setzung auf Grundlage einer solchen konformen Geometrie Uberzeugt durch ihre strukturelle Ele-
ganz, eine hohe Recheneffektivitat und Robustheit.

Schilerinnen und Schiiler kénnen mit Hilfe des Programms CLUCalc Modellierungen auf Basis
der Konformen Geometrischen Algebra direkt umsetzen und gestalten. Ein solcher Ansatz, der die
Konforme Geometrische Algebra als Werkzeug im Sinne einer Black Box einsetzt, wird an der TU
Darmstadt sehr erfolgreich mit Schiilerinnen und Schilern praktiziert. Dies wird im ersten Teil des
Beitrags vorgestellt.

Die in der Informatik eingesetzten Werkzeuge lassen sich jedoch auch physikalisch umdeuten und
auf der Grundlage speziell-relativistischer Ideen didaktisch einbringen: Vektoren einer dreidimen-
sionalen, nicht-relativistischen Welt sind mathematisch Nullvektoren (und somit lichtartigen Vek-
toren) einer funfdimensionalen, konformen Welt dquivalent.

Eine solche Deutung wird im zweiten Teil des Beitrags auf Grundlage der Geometrischen Algebra
diskutiert. Dies flhrt nicht nur zu einem tieferen physikalischen Weltverstandnis, sondern auch zu

einer Verkniipfung physikdidaktischer und informatikdidaktischer Ideen.

1.Vorbemerkungen: Didaktische Kongruenz zwi-
schen Physik- und Informatiklernen

Dieser Beitrag entstand durch eine Zusammenarbeit
Uber Fachergrenzen hinweg. Einer der Autoren (M.
H.) ist Physiker und Physikdidaktiker, wahrend der
zweite Autor (D. H.) aus der Informatik kommt und
informatikdidaktische Ideen einbringt.

Die Physik zielt als Wissenschaft auf die Beschrei-
bung und Erklarung von Phdnomenen der Natur. Die
Informatik ist die Wissenschaft der automatisierten
Verarbeitung von Information. Obgleich Physik und
Informatik somit recht verschiedene Zielrichtungen
aufweisen, zeigen sie insbesondere im didaktischen
Bereich deutliche Uberschneidungen.

Diese finden sich sowohl auf inhaltlicher wie auch
auf methodischer Ebene. So identifiziert Hubwieser
die Modellierung als zentralen inhaltlichen Kern der
Informatikdidaktik [1, Kap. 4.4, S. 85-97]. Thomas
benennt die informatische Modellbildung im Sinne
eines Modellierens von Modellen ,,als ein zentrales
Element der Informatik fur den allgemeinbildenden
Schulunterricht* [2, S. 61].

Nicht anders sieht es die Physikdidaktik. Auch dort
stellen Modellierung und Modellbildung zentrale
inhaltliche Themenbereiche dar und fungieren als
wesentliche Katalysatoren von Erkenntnisprozessen
[3, Kap. 23, S. 735-762]. Die Physik, so die Autoren

der KMK-Bildungsstandards [4, S. 6] ,.ermoglicht
Weltbegegnung durch die Modellierung nattrlicher
und technischer Phdnomene.*

Auf methodischer Ebene identifizieren sowohl die
Informatikdidaktik wie auch die Physikdidaktik das
Problemlésen und die damit verbundenen Kompe-
tenzen als ,,zentrale Kategorie des Informatikunter-
richts“ [2, Abs.5.1, S. 5.6] bzw. als eine der ,,wichti-
gen Intentionen des Physikunterrichts® [3, S. 703].

Die Informatik als Schulfach sowie die Informatik-
didaktik unterscheiden sich beziglich dieser sehr
zentralen Aspekte kaum von der Physik als Schul-
fach sowie der Physikdidaktik. Hier finden sich
deutliche didaktische Kongruenzen.

2.Black-Box-Lernen in der Informatik

Die Zusammenarbeit zwischen den beiden Autoren
legt jedoch nicht nur die im vorigen Abschnitt auf-
geftihrten didaktischen Ubereinstimmungen, sondern
auch wesentliche Unterschiede im didaktischen Den-
ken und methodischen Vorgehen zwischen Physik
und Informatik offen.

Insbesondere unterscheidet sich die Alltagskultur im
physikalischen und informatischen Arbeiten deut-
lich. So sind moderne Programme bei informations-
technischen Anwendungen heute immer ein Kon-
glomerat unzahliger Programmbestandteile, deren
Quellcode von zahlreichen unterschiedlichen Ver-
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fassern in einer enormen Teamleistung erstellt wer-
den. Keiner der Beteiligten kann bei einem solchen,
oft sehr verschachtelten Produkt heute noch jede
Einzelheit des Quellcodes uberblicken.

Dies fuhrt dazu, dass Informatikerinnen und Infor-
matiker in der modernen Informationsgesellschaft
ein weit ausgepragteres Black-Box-Denken aufwei-
sen als Naturwissenschaftlerinnen und Naturwissen-
schaftler. Wichtig ist in diesem Fall nicht die genaue
programmtechnische Umsetzung eines Sub-Pro-
gramms in Form einer Black Box, sondern die Cha-
rakterisierung von Input, Output und Funktionalitét
der Black Box.

Die Informatik ist somit eine Technikdisziplin und
Wissenschaft, bei der das Vertrauen auf die korrekte
Funktionalitdt von Black-Box-artigen Programmbe-
standteilen eine wesentliche Rolle spielt. Zur Stér-
kung dieses Vertrauens ist eine mdglich klare Be-
schreibung dessen, was ein unbekanntes Programm-
teil als Black Box leistet, wichtig. Nicht wichtig flr
das Funktionieren des Gesamtprogramms ist jedoch
die Kenntnis der inneren Programmstruktur einer
solchen Black Box.

Dieses Vertrauen, das Fachkolleginnen und -kolle-
gen entgegen gebracht wird, spiegelt sich im Lernen
und Lehren der Informatik in einem hohen didakti-
schen Vertrauen ahnlicher Art wieder. So ist es fir
den aus der Informatik stammenden Autor (D. H.)
kein Problem, solche komplexen Sachverhalte wie
konforme Geometrien bereits mit Schiilerinnen und
Schiilern der Sekundarstufe | in Form eines Black-
Box-Zuganges zu erortern.

Dabei werden die AuRenmerkmale der Black Box
,Konforme Geometrische Algebra“ (CGA') heran-
gezogen und unter dem Gesichtspunkt, was die
Black Box CGA leistet, analysiert und eingesetzt.
Was innerhalb der CGA mathematisch passiert,
spielt in diesem didaktischen Ansatz keine wesentli-
che Rolle, solange Klar ist, was als Output zu erwar-
ten ist, wenn die Black Box CGA mit einem be-
stimmten, wohldefinierten Inputs gefuttert wird.

3.Black-Box-Lernen in der Physik

Der Black-Box-Ansatz in der Informatik und Infor-
matikdidaktik ist ein Ansatz des Vertrauens. Im
Gegensatz dazu ist der Black-Box-Ansatz in Physik
und Physikdidaktik ein Ansatz des Misstrauens.

In der Physikdidaktik wird nicht eine vorgegebene,
fest stehende Funktionalitit von Black-Box-Ver-
fahren in den Vordergrund gestellt. Im Zentrum des
didaktischen und unterrichtlichen Handelns steht
stattdessen die Genese von Hypothesen und Aussa-
gen dariiber, was innerhalb der Black Box vor sich
geht. Verbunden damit sind immer Fragen nach der
,Darstellung der verborgenen ,wirklichen * Struktur*

1 Die Abkirzung CGA orientiert sich am englischen Ausdruck
,,Conformal Geometric Algebra‘.

[3, S. 561] dessen, was sich in der Black Box befin-
det.

Ziel der Black-Box-Methode im Physikunterricht ist
in erster Linie, dass ,,aus eingehenden und ausge-
henden Informationen (...) auf Strukturen und Pro-
zesse im Inneren der Black Box geschlossen wer-
den“ kann [5, S. 216]. Dieses inhdrente Misstrauen
hinterfragt somit Funktionalitdten — und damit auch
Autoritaten. Beim Prozess des Physiklernens werden
Information, die die Lehrperson, die Mitschilerin-
nen und Mitschiiler oder die Natur (im Experiment)
liefern, auf allen Ebenen hinterfragt. Dieses for-
schende Misstrauen in Mitmenschen und Natur ist
die Quelle origindrer Naturerkenntnis.

Ubertragen auf die Konforme Geometrische Algebra
bedeutet dies, dass der aus der Physik kommende
Autor (M. H.) die Frage, wie die Black Box CGA im
Inneren funktioniert, in den Vordergrund seiner
didaktischen Analyse stellt.

Dabei sind jedoch mathematische Vorkenntnisse
notwendig, die in der Sekundarstufe | noch nicht
vorliegen. Aus diesem Grund bezieht sich der zweite
Teil dieses Beitrags auf Lernende mit solchen ver-
starkten Mathematikkenntnissen, wie sie im Leis-
tungskursbereich der Sekundarstufe Il oder im hoch-
schulischen Kontext vorzufinden sind.

Die beiden Autoren vergleichen dabei ihr VVorgehen
mit einer Auto-Analogie. Der Erwerb eines Fuhrer-
scheins und die Ausbildung zum Automechaniker
vollziehen sich auf unterschiedlichen Niveaustufen.
Die Nutzung der CGA als Black Box ist so einfach
wie der Erwerb eines Fuhrerscheins. Es sind keine
groRartigen Kenntnisse Uber die Funktionsweise des
Automotors notwendig, und es ist unerheblich, ob
das Auto mit einem Diesel-, einem Wankel- oder
einem Otto-Motor fahrt. Ziel ist lediglich das Erler-
nen des Fahrens.

Ganzlich anders stellt es sich in der Automechani-
ker-Ausbildung dar. Diese kann nur gelingen, wenn
die Black Box ,,Automotor” gedffnet und vollstan-
dig durchdrungen wird. Die Black Box hat dann ihre
Schuldigkeit getan, wenn sie gerade keine Black
Box mehr ist. Das ist das Ziel des zweiten Teils
dieses Beitrags.

Selbstverstandlich haben beide Vorgehensweisen
ihre didaktische Berechtigung. Schliellich leben wir
in einer Welt, in der es sowohl Autofahrer gibt, wie
auch Automechaniker — die gleichfalls Autofahrer
sind. In diesem Sinne kann es hilfreich sein, sich
bereits in der Sek. | mit der CGA als Black Box zu
beschaftigen, diese aber erst in der Sek. Il oder im
Studium dann tatséchlich zu 6ffnen.

4.Ziel dieses Beitrags

Dieser Beitrag Uberschreitet nicht nur Féchergren-
zen, er Uberschreitet sie in unkonventioneller Rich-
tung. Ublicherweise werden mathematische Metho-
den bendtigt, um physikalische oder informatische
Sachverhalte abstrakt und dadurch sehr prazise dar-
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stellen und ausdriicken zu kénnen. Die Mathematik
ist somit ,Hilfsmittel“ [3, S. 4] und ,Hand-
werkszeug® [3, S. 5] fur die Wissenschaften der
Physik und Informatik.

Dabei gilt: Die Mathematik ist nicht nur beziiglich
elaborierter Ausarbeitungen der Theoretischen Phy-
sik oder Theoretischen Informatik, sondern auch in
den Stufen der Theorieannaherung und -findung
sowie den damit verbundenen Lernprozessen Hilfs-
mittel und Handwerkszeug. In diesem Sinne ist sie
didaktisches Hilfsmittel auch auf schulischer Ebene:
,,Traditionell ist die Rolle von Mathematik als Be-
schreibungs- und Problemldsungssprache in Natur-
wissenschaften [6, S. 34].

Dieser didaktische Aspekt der Mathematik wird
insbesondere durch David Hestenes und seine didak-
tische Aufarbeitung der Clifford-Algebra [7], [8]
hervorgehoben.

Die Autoren des hier vorliegenden Beitrags teilen
dabei die Uberzeugung, dass die so generierte Geo-
metrische Algebra ein wesentliches Hilfsmittel zur
fachlichen wie auch didaktischen Erarbeitung ihrer
jeweiligen Referenzwissenschaften Physik und In-
formatik darstellt. In zahlreichen Beitrdgen (siehe
Literaturangaben in [9], [10], [11]) haben wir dies
auch so umgesetzt und dabei gezeigt, dass die Geo-
metrische Algebra ein effektives mathematisches
Handwerkszeug und Hilfsmittel fir unsere Wissen-
schaftsdoménen darstellt.

In dem hier vorliegenden Beitrag zur CGA kehren
wir diese klassische Rollenzuteilung nun um. Ziel
ist, auf eine moderne Form der CGA [12] hinzuar-
beiten und diese Lernenden zugéanglich zu machen.
Dabei verwenden wir die Informatik und Physik
bzw. informatikdidaktische und physikdidaktische
Ideen als Hilfsmittel und Werkzeuge.

Wir sind Uiberzeugt: Nicht nur die Physik und Infor-
matik wird leichter und kognitiv verstandlicher,
wenn wir mathematische Beschreibungsmuster ein-
binden. Es gilt auch die umgekehrte Wirkungsrich-
tung: Auch die Mathematik wird leichter und kogni-
tiv verstandlicher, wenn wir informatische und phy-
sikalische Beschreibungsmuster einbinden.

Und in den folgenden Abschnitten binden wir in-
formatikdidaktische und physikdidaktische Ideen
nicht nur locker in Form motivationaler Elemente
ein, sondern wir bauen die mathematische Struktur
der Konformen Geometrischen Algebra tatséchlich
darauf auf.

5.Fachlicher Hintergrund Informatikdidaktik

In der Informatik wird die Konforme Geometrische
Algebra zur Beschreibung geometrischer Ope-
rationen im dreidimensionalen Raum eingesetzt. Die
Modellierung und programmtechnische Umsetzung
auf Grundlage einer solchen konformen Geometrie
Uberzeugt durch ihre strukturelle Eleganz, eine hohe
Recheneffektivitdt und Robustheit.

Der fachliche Hintergrund dieser Herangehensweise
ist in der Literatur schon ausfihrlich beschrieben.
Interessant sind dabei insbesondere die Darstellun-
gen der Konformen Geometrischen Algebra, die
unter mathematik- und informatikdidaktischen As-
pekten angefertigt und aufgearbeitet wurden. Auf
Grundlage von [13] werden im Folgenden die fach-
lichen Grundlagen der CGA zusammengefasst.

Mit der Geometrischen Algebra steht generell eine
Ubergreifende mathematische Sprache zur Verfi-
gung, die es erlaubt, sehr direkt aus der geometri-
schen Anschauung heraus zu rechnen. So kann bei-
spielsweise mit geometrischen Objekten wie Ku-
geln, Ebenen und Kreisen sowie mit geometrischen
Operationen wie Schnitten von verschiedenen Ob-
jekten oder mit Transformationen sehr einfach und
direkt gerechnet werden.

Algebraisch kommen zu den drei Euklidischen Ba-
sisvektoren die beiden Basisvektoren e, fiir den
Ursprung und e,, fiir die Unendlichkeit hinzu. Alle
Kombinationen dieser Basisvektoren ergeben die 32
algebraischen Basiselemente, die als Blades be-
zeichnet werden. Ein Multivektor ist eine Linear-
kombination all dieser Blades, die selbst eine Di-
mension zwischen O fur einen Skalar und 5 flir den
sogenannten Pseudoskalar besitzen.

Die folgende Tabelle (sieche Abb. 1) zeigt die geo-
metrischen Basisobjekte der Konformen Geometri-
schen Algebra, die sich als einfache algebraische
Ausdriicke ausdriicken lassen.

Entitat IPNS OPNS

1 2
Punkt P=x+§x e, +6e
Kugel s:P—%rzew $*=P AP APsAP,
Ebene n=n+de, =P, AP,AP;AE,
Kreis =8, NS, 7*=P,AP,AP;
Gerade l=m, Am, *=P,AP,Ae,
Punkt- .
paar Pp=8,AS,AS; P, =P, AP,

Abb.1: Darstellungen geometrischer Objekte in der CGA.

Dies sind Punkte, Kugeln, Ebenen, Kreise, Geraden
und Punktpaare. Ein Punkt P wird beispielsweise als
als Linearkombination des 3D-Punkts

X = X1 €1+ X €+ X3 €3 {1}

und der zusétzlichen Basisvektoren e, und e, repré-
sentiert. Dabei werden 3D-Vektoren bzw. 3D-
Punkte der Konformen Geometrischen Algebra
normalerweise fett gekennzeichnet.
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Fur die geometrischen Objekte gibt es zwei Repra-
sentationen, ndmlich das IPNS (Inner Product Null
Space flr den Nullraum beziiglich des inneren Pro-
dukts) und das OPNS (Outer Product Null Space fir
den Nullraum beziglich des &uferen Produkts),
siehe [14] und [15].
Will man beispielsweise die Menge aller Punkte
wissen, die bezuglich des inneren Produkts mit dem
algebraischen Ausdruck eq eine 0 ergeben (IPNS von
€o), ergibt sich die implizite Gleichung

X2+ X+ X =0 {2}
Diese wird nur vom 3D-Ursprung erflllt wird. Die
beiden Représentationen sind dual zueinander. Um

zwischen den beiden Représentationen wechseln zu
kénnen, wird der dual-Operator * benutzt.

In der IPNS-Représentation wird eine Kugel repré-
sentiert mit Hilfe des Mittelpunkts P und des Radius
r. In dieser Reprasentation ist die Bedeutung des
auBeren Produktes gleichbedeutend mit dem Schnitt
von geometrischen Objekten. Beispielsweise ist der
Kreis z definiert als Schnitt von zwei Kugeln s; und
S2

Z=S1 NS {3}
In der OPNS-Reprasentation konstruiert man eine
Kugel mit Hilfe des &uReren Produktes von vier
Punkten P;, die auf der Oberflache der Kugel liegen.
Quadriert man die algebraischen Ausdriicke fur
Kugeln, Kreise oder Punktpaare erhdlt man das
Quadrat ihrer Radien.

Pa

P2

P3

Abb.2: Die vier Eckpunkte eines Tetraeders liegen auf ei-
ner Kugel.

Will man beispielsweise den Radius der einen Tetra-
eder umhullenden Kugel berechnen, kann man das
sehr einfach in zwei Schritten tun. Zunéchst berech-
net man die Kugel S als &uleres Produkt der Eck-
punkte des Tetraeders

S*:Pl/\Pz/\Pg/\P4 {4}
Das Quadrat dieses Ausdrucks liefert direkt das
Quadrat des Radius der Kugel.

s*° = 12 {5}
Neben der einfachen und direkten Beschreibung von
geometrischen Objekten bietet die Geometrische

Algebra eine grofle Menge an Mdglichkeiten, geo-
metrische Operationen zu beschreiben.

Neben den Schnitten von geometrischen Objekten
gehoren dazu die einfache Bestimmung von Abstéan-
den und Winkeln sowie Rotationen, Translationen,
Projektionen oder Spiegelungen. Den Mittelpunkt
einer Kugel kann man beispielsweise als eine Spie-
gelung der Unendlichkeit an der Kugel ausdriicken.

Aus didaktischer Sicht ergibt sich damit die Not-
wendigkeit, das doch sehr umfassende grofe ma-
thematische System in kleinere und sinnvoll verar-
beitbare Einheiten zu strukturieren. Mit der Konfor-
men Geometrischen Algebra ist prinzipiell ein
Rechnen im Raum, analog zum Konstruieren in 2D
mit Lineal und Zirkel, méglich.

6. Konkrete Umsetzung

Bei verschiedenen Anldssen insbesondere im Zu-
sammenhang mit Veranstaltungen der Kinderuni
Darmstadt [16] sowie der Science Tour des hessi-
schen Ministeriums fir Wissenschaft und Kunst [17]
konnte in den letzten Jahren Erfahrung damit ge-
sammelt werden, wie gut Schilerinnen und Schiler
mit der Konformen Geometrischen Algebra Klar-
kommen.

Nach einer kurzen Einflhrung in die Mathematik
und insbesondere in die geometrischen Objekte aus
der obigen Tabelle (Abb. 1) sowie in das Programm
CLUCalc sind schon jungere Kinder (an der Kinder-
uni zwischen 8 und 14 Jahren) schnell in der Lage,
selbst interaktiv mit dem Tool zu arbeiten.

Der grofe Vorteil von Geometrischer Algebra ist,
dass die algebraischen Ausdriicke eine direkte geo-
metrische Bedeutung haben. Dies wird von
CLUCalc unterstitzt, indem die geometrische Be-
deutung sofort visuell angezeigt wird, was zum
Experimentieren mit der Algebra motiviert.

Um die geometrische Vorstellung der Kinder zu
unterstiitzen, werden zur Einfiihrung auch kleinere
praktische Aufgaben geltst. Mit Hilfe einer Bastel-
schablone wird beispielsweise ein Tetraeder gebas-
telt, um seine Konstruktion besser zu verstehen.

Eine wesentliche Operation, das Produkt zweier
Kugeln, kann mit Hilfe von Seifenblasen illustriert
werden, bei denen die Kinder den Schnittkreis sehr
schon erkennen konnen. Ein solches Freihand-
Experiment als Teil einer Kinderuni-Veranstaltung
ist in Abbildung 3 gezeigt.

Nachdem die Kinder beispielsweise in einem MINT-
Workshop der Kinderuni selbst interaktiv den Algo-
rithmus fir die Konstruktion eines Tetraeders sowie
seiner umhillenden Kugel entwickelt haben, haben
sie das Verstandnis auch fir kompliziertere Anwen-
dungen wie die in Abbildung 4 dargestellte einfache
Roboter-Kinematik.

Da sie sich auch sonst sehr flir Roboter interessieren,
erfillt es sie mit besonderem Stolz, dass sie eine
solche Aufgabe I6sen kdnnen, die dariiber hinaus
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Entfernung aus lizenzrechtlichen Grunden!
Autoren haben die Moglichkeit die

Veroffentlichungsrechte nachzuweisen.

Abb.3: Ein Kinderuni-Teilnehmer ermittelt die Schnitt-
kreise mehrerer Seifenblasen-Kugeln im Experiment.

auch Bestandteil eines wissenschaftlichen Buches
[15] ist.

Kindern an der Kinderuni macht es sehr viel Spal,
mit der Geometrischen Algebra als Black Box zu
rechnen und zu experimentieren. Sie hinterfragen
beispielsweise die beiden Basisvektoren e, fir den
Ursprung und e_ fur die Unendlichkeit kaum. Diese
Hintergrinde werden spater viel wichtiger. Dies war
ein wichtiges Ergebnis der Aktion ,,Wissenschaftler
im Unterricht* [18] des hessischen Ministeriums fir
Wissenschaft und Kunst. Bei verschiedenen Besu-
chen von hessischen Gymnasien konnten sehr inte-
ressante, in die mathematische Tiefe gehende Dis-

Abb.4: Darstellung der Bewegungsablaufe eines Roboters
mit Hilfe des Programms CLUCalc.

kussionen mit Schilerinnen und Schilern héherer
Jahrgangsstufen gefiihrt werden.

Zusammenfassend zeigt dies eine schéne Eigen-
schaft von Geometrischer Algebra fir die Didaktik:

Die jungeren Schuler kénnen sehr schnell mit Geo-
metrischer Algebra umgehen und auch relativ kom-
plexe Aufgaben damit l6sen, wahrend die lteren
Schuler, die alles stérker hinterfragen, problemlos in
die Lage versetzt werden konnen, die mathemati-
schen Grundlagen wirklich zu verstehen.

7.Physikalischer Hintergrund

Ebenso wie in der Informatik wird die Konforme
Geometrische Algebra auch in der Physik zur Be-
schreibung geometrischer Operationen des dreidi-
mensionalen Raum oder héherdimensionaler Raum-
zeiten eingesetzt. Hier (berzeugt insbesondere die
strukturelle Eleganz im Hinblick auf eine theoreti-
sche Beschreibung hdchst unterschiedlicher physika-
lischer Strukturen in einem gemeinsamen Rahmen.

Aus mathematischer Perspektive sind konforme
Ansétze insbesondere durch die Winkelerhaltung bei
konformen Transformationen ausgezeichnet. Aus
physikalischer Perspektive tritt aber ein anderer
wesentlicher Punkt in den Vordergrund: Die Mdg-
lichkeit, die gesamte physikalische Welt im Rahmen
eines lichtartigen Verhaltens zu beschreiben.

Deshalb ist es sinnvoll, die Natur des Lichts aus
geometrischer Perspektive zu analysieren und zu
durchdenken, was im Folgenden auf Grundlage der
Darstellung des Beitrags [19] erfolgt.

Dabei betrachten wir das Licht aus zwei Perspekti-
ven: Zum einen aus der Perspektive eines ruhenden
Beobachters; zum anderen versuchen wir, die Per-
spektive des Lichtes selbst einzunehmen.

Fir einen ruhenden Beobachter, dessen Weltlinie
mit der Zeit-Achse des abgebildeten Minkowski-
Diagramms von Abbildung 5 Ubereinstimmt, exis-
tiert zwischen den beiden Punkten P, und P,, die auf
der Weltlinie von Licht liegen, sowohl ein rdum-
licher Abstand Ax > 0 und ein zeitlicher Abstand
At > 0, die beide groRer als Null sind. Mit Hilfe
eines Mallbandes und einer Uhr kann ein solcher
Beobachter mithin diese raumlichen und zeitlichen
Abstande messen. Fir ihn sind P, und P, zwei ver-
schiedene, eindeutig unterscheidbare Punkte.

Dies gilt jedoch nicht flr das Licht. Je schneller ein
Beobachter sich bewegt, desto geringer wird auf-
grund der relativistischen Zeitdilatation und Lé&n-
genkontraktion der von ihm gemessene rédumliche
und zeitliche Abstand.

Im Grenzfall einer Bewegung mit Lichtgeschwin-
digkeit, wie sie Lichtteilchen (Photonen) ausfiihren,
schrumpft der rdumliche und zeitliche Abstand auf
Null. Photonen kénnen mit einer hypothetisch mit-
gefuhrten Messapparatur somit keinen rdumlichen
oder zeitlichen Abstand zwischen den Raumzeit-
Punkten P, und P, messen.



Horn, Hildenbrand

ct

N\

...................................... b,

cAt=>0 :

............ ‘b,
: : > X
H_/
Ax >0

Abb.5: Minkowski-Diagramm von zwei Raumzeit-Punk-
ten P, und P, in lichtartiger Distanz.

Ereignisse in P; und P, finden flr Licht an der glei-
chen Stelle und zum gleichen Zeitpunkt statt. Mithin
sind die beiden Punkte P, und P, fur Licht identisch.
Mathematisch driickt sich diese Identitdt durch den
verschwindenden raumzeitlichen Abstand

Ar=c(tz—t) e+ (Xa—Xx1) € {6}
AP = ¢ (t,— 1)’ + (%o — X1)°
=cPAP+AXP=0 {7}

aus. Deshalb ist die Schlussfolgerung zwingend: Wir
als ruhende Beobachter sehen in Abbildung 5 zwei
unterschiedliche Raumzeit-Punkte, wéahrend aus der
Perspektive des Lichts hier nur ein rdumlicher Punkt
zu erkennen ist.

ct

w7

LSS

Abb.6: Minkowski-Diagramm von Raumzeit-Punkten mit
verschwindenden raumzeitlichen Abstanden.

8.Mathematischer Hintergrund

Die mathematische Strategie, einen Punkt in eine
lichtartige Gerade umzuwandeln, kann in zwei Teil-
schritten beschrieben werden:

e Alles wird Eins*
Kugelprojektion — die Punkte des dreidimensio-
nalen Raumes werden auf die dreidimensionale
Oberflache einer vierdimensionalen Einheitsku-
gel projiziert.

e Alles wird Null*
Die Punkte auf der vierdimensionalen Einheits-
kugel werden zu einem senkrecht dazu liegenden
zeitartigen Einheitsvektor addiert.

raumlicher Punkt ............ dreidimensionaler Raum
\ (Euklidische Geometrie)

raumliche Gerade ............

N

lichtartige Gerade .....

vierdimensionaler Raum
(Homogene Geometrie)

....... finfdimensionale Raumzeit

(Konforme Geometrie)

Abb.7: Strategieschritte zur Konstruktion der Konformen Geometrischen Algebra.

Und wir als ruhende Beobachter sehen in Abbildung
6 genau 25 unterschiedliche Raumzeit-Punkte, wéh-
rend aus der Perspektive des Lichts hier nur funf
rdumliche Punkte zu erkennen sind, die von uns als
lichtartige Geraden wahrgenommen werden.

Diese ldentifikation geometrisch unterschiedlicher
Objekte ist der zentrale Gesichtspunkt konformer
Geometrien: Etwas, das aus der Sichtweise licht-
schneller Beobachter als rdumlicher Punkt erscheint,
ist aus der Sicht ruhender Beobachter eine lichtartige
Gerade.

In der CGA nehmen wir genau diese Umdeutung
vor. Punkte des dreidimensionalen Raums werden
mathematisch als lichtartige Geraden einer hoherdi-
mensionalen Raumzeit beschrieben.

Diese beiden Strategieschritte sind in in Abbildung 7
dargestellt. Folgen wir diesen, die Dimension je-
weils um eine Stufe erhéhenden Schritten, so kon-
nen wir aus unserer dreidimensionalen, Euklidischen
Welt eine zu ihr mathematisch &quivalente finfdi-
mensionale Licht-Welt konstruieren. In dieser lassen
sich alle Punkte des dreidimensionalen Raums ein-
eindeutig mit lichtartigen Geraden einer funfdimen-
sionalen Raumzeit identifizieren.

Die einzelnen mathematischen Schritte, die in Ab-
bildung 7 thematisiert und hinsichtlich ihrer kogniti-
ven Abfolge verortet sind, fihren nun zu einer direk-
ten didaktischen Forderung: Vor einem Unterricht
zur oder Erlernen der konformen Geometrie hat ein
Unterricht zur oder Erlernen der Speziellen Relativi-
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tat zu liegen, da Kenntnisse zur raumzeitlichen Ma-
thematik nicht axiomatisch abgehoben, sondern
physikalisch eingebettet vermittelt werden sollten.

Erlernen der ...

... Mathematik \

raumliche Gerade .....

... Physik

... Mathematik

raumlicher Punkt ............

Jeder Punkt des dreidimensionalen Euklidischen
Raums kann mit einem Punkt auf der dreidimensio-
nalen Oberflache der vierdimensionalen Kugel iden-

dreidimensionaler Raum
(Euklidische Geometrie)

....... vierdimensionaler Raum

(Homogene Geometrie)

raumzeitliche Gerade ............ vierdimensionale Raumzeit

(Spezielle Relativitat)

lichtartige Gerade .................. finfdimensionale Raumzeit

(Konforme Geometrie)

Abb.8: Facherlibergreifende Erweiterung der Strategieschritte zum Erlernen der Konformen Geometrischen Algebra.

Dies ist verbunden mit einer deutlichen physikali-
schen Fundierung der mathematischen Grundlagen.

In der Geometrischen Algebra rechnen wir direkt
mit physikalisch zuganglichen GrundgréRen: Vekto-
ren als orientierte Strecken, Bivektoren als orientier-
te Flachenstiicke, Trivektoren als orientierte Volu-
mina. Es handelt sich dabei nach Parra Serra um
eine ,physikalische Mathematik“ [20, Kap. 2], bei
der Pauli-Matrizen als Basisvektoren des dreidimen-
sionalen Raumes und Dirac-Matrizen als Basisvek-
toren einer vier- oder fiinfdimensionalen Raumzeit
[21], [22] interpretiert werden. Die wesentlichen
Grundlagen dieser physikbasierten Konzeptbildun-
gen lauten nach [20, Abs. 2.2.1, S. 823]:

e Geometrische Objekte werden als reale Linear-
kombinationen der Basisvektoren und ihrer Pro-
dukte ausgedrtickt.

e Basisvektoren antikommutieren und quadrieren
zu+1, -1 oderO.

Werden réumlichen Basisvektoren nun positive
Quadrate

ef=e=e’=e’=1 {8}
zugeordnet, liefert die physikalisch motivierte Ein-

fuhrung einer zusétzlichen zeitartigen Dimension
einen Basisvektor, der mit

e?=-1 {9}
ein negatives Quadrat aufweist. Die Einflihrung
zusdtzlicher raum- oder zeitartiger Dimensionen (mit
Hilfe der Basisvektoren e., e_) beschreibt den Uber-
gang zu homogenen und konformen Geometrien.

9.Darstellung der Einzelschritte

Im ersten Schritt wird der dreidimensionale Euklidi-
sche Raum durch eine weitere raumartige Dimensi-
on ergdnzt. In dieser nun vierdimensionalen Welt
wird eine vierdimensionale Einheitskugel um den
Ursprung gelegt (siehe Abb. 10a).

tifiziert werden, indem vom ,,Nordpol“ N der Kugel
eine Verbindungslinie zum Punkt X gezogen wird.

Der Schnittpunkt P dieser Linie mit der Kugelober-
flache reprasentiert in dieser Kugelwelt den Punkt X
unserer Euklidisch dreidimensionalen Welt. Analog
zum Vorgehen in [23] kann dieser Ortsvektor p°
bestimmt werden, indem vom Nordpol ausgehend
der Verbindungslinie x — e, gefolgt wird:

pi=e.tA(X—ey) {10}
Der Koeffizienten A kann durch die Eigenschaft
p?=e’l=1 {11}

bestimmt werden, da die Kugel aufgrund von {8}
einen Einheitsradius aufweist. Die Auswertung von
Gleichung {11} ergibt aufgrund der Antikommutati-
vitdt von x und e., die senkrecht zueinander stehen:

1=(es+r(x—e) (es + 1 (x—e)) {l12a}

1=e2+L(xe,+e.x—-2e
+ (¢ —xe,—e,x+e?)  {12b}
%_J

0
1=1-2x1+2°0¢+1) {12¢}
2K+ A% +1) {12d}
Damit lautet der Koeffizient A
2
A= 13
1+ x? 13

und dementsprechend der Kugelvektor p‘ aufgrund
von Gleichung {10}
2
X°e, +2x—e

> (x—e)= ———— {14}
1+x 1+x
Dieser in Abbildung 10a dargestellte Vektor ist je-
doch nur eine der mdglichen Représentationen des
urspriinglichen Vektors x. Da es sich um eine homo-
gene Darstellung handelt, wird der Punkt X durch
alle Punkte, die auf der homogenen Geraden (siehe

p =e.+
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Abbildung 10b) liegen — oder eben durch die gesam-
te homogene Gerade — représentiert.

Im zweiten Schritt wird auf die Eigenschaften spezi-
ell-relativistischer Raumzeiten Bezug genommen:
Punkte auf einem Lichtkegel zeichnen sich dadurch
aus, dass ihre rdumlichen und zeitlichen Koordinaten

Weltlinie von
Licht

Abb.9: Konstruktion lichtartiger Vektoren durch Super-
position gleich langer raum- und zeitartiger Vektoren.

betragsmalig gleich grofl sind. Wird deshalb ein
zeitartiger Einheitsvektor e_ zu einem raumartigen
Einheitsvektor addiert (siehe Abb. 9), so ergibt sich
ein lichtartiger Vektor der L&nge Null:

(e +e)’=0 {15}
Diese Strategie wendet man auf die vierdimensiona-
le Einheitskugel an. Zur Konstruktion einer konfor-
men Geometrie wird eine funfte, zeitartige Dimensi-
on in Richtung des Einheitsvektors e_ (siehe GI. {9})
eingefihrt. Die Einheitskugel wird somit entlang
dieser zeitartigen Koordinatenachse um eine Einheit
verschoben. Dadurch werden die Punkte P in die
Punkte P einer fanfdimensionalen Raumzeit uber-
flhrt, fur die gilt:

x%e, +2x—e,
1+x?

1, 1
(x+2x (e_ +e+)+§(e7 —e+)j

p=p'+e= te {16}

_ 2
1+ x?

Dieser in Abbildung 1la dargestellte lichtartige
Vektor p ist jedoch nur eine der mdglichen Repra-
sentationen des urspringlichen Vektors x. Wie an-
hand des Minkowski-Diagramms der Abbildungen 5
und 6 diskutiert, sind fur Licht alle anderen auf einer
lichtartigen Gerade liegenden Punkte identisch.

Der Punkt X des dreidimensionalen Raums wird
deshalb durch alle Punkte, die auf der konformen,
lichtartigen Geraden (siehe Abbildung 11b) liegen
— oder eben durch die gesamte konforme Gerade —
reprasentiert.

Deshalb ist es legitim, den Vektor p zu skalieren,
ohne dass dies etwas an seiner Natur als Reprasen-
tant fur den urspriinglichen Vektor x zu stehen, an-
dert. Die endgultige konforme Darstellung P fiir den
Vektor x lautet deshalb ublicherweise:

P:x+%x2(e+e+)+%(ee+) {17}

-
vierdimen-
sionale Kugel

Abb.10a: Kugelprojektion: Abbildung des Punktes X auf
Punkt P* der Oberflache der vierdimensionalen Kugel.

homogene
Gerade

> X1, X2, X3

Abb.10b: Jeder Punkt auf der homogenen Geraden im
vierdimensionalen Raum reprasentiert den inhomogenen
Punkt X des dreidimensionalen Raums.

> X1, X2, X3

Abb.11a: Konstruktion des Punktes P der fiinfdimensio-
nalen konformen Licht-Welt mit Hilfe des zusatzlichen
zeitartigen Einheitsvektors e_.

konforme
Gerade

> X1, X2, X3

Abb.11b: Jeder Punkt auf der konformen Geraden der
funfdimensionalen Raumzeit repréasentiert den inhomoge-
nen Punkt X des dreidimensionalen Raums.
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Diese Darstellung kann durch die Wahl einer alter-
nativen Basis® mit

e,=e_+e, {18}
&= %(e e.) {19}

vereinfacht dargestellt werden. Es ergibt sich dann
die bereits in Abbildung 1 aufgefiihrte Darstellung
fur den konformen Punkt P:

P:x+%x2ew+e0 {20}

Die Formel {20} ist ein wahrer mathematischer und
physikalischer Goldschatz! Sie beschreibt aus physi-
kalischer Sicht, wie unsere Welt in eine Licht-Welt
umgewandelt werden kann.

Jeder Punkt des dreidimensionalen, Euklidischen
Raums, in dem wir vor Einstein lebten, kann geméR
Gleichung {20} einem lichtartigen Punkt der fiinf-
dimensionalen, pseudo-euklidischen Raumzeit mit
konformer Struktur gleichgesetzt werden.

Die Frage also, ob wir im Dreidimensionalen oder
aber im fiinfdimensional Konformen leben, ist zu
einer Frage des Blickwinkels geworden. Je nach-
dem, aus welcher Perspektive wir unsere Welt be-
trachten, erhalten wir eine andere Antwort. Und eine
dieser Antworten lautet: Alles ist Licht (oder kann
Licht sein), denn die Geometrie von Nullvektoren
spiegelt die Geometrie von Licht wieder.

Und auch aus mathematischer Sicht sind in den
obigen Formeln konzeptionell Uberraschende Details
enthalten, denn die beiden lichtartigen Basisvektoren
{18} und {19} lassen sich geometrisch eindeutig
identifizieren.

Der Vektor e, der funfdimensionalen CGA ent-
spricht dem Ursprungsvektor x = 0 des dreidimen-
sionalen Raums. Er liegt aber nicht im Ursprung
P = 0 der fiinfdimensionalen konformen Raumzeit,
so dass der dreidimensionale Ursprungsvektor in der
CGA kein mathematisch ausgezeichneter Vektor ist.
Er ist stattdessen ein Vektor wie jeder andere auch,
mit dem ganz normal gerechnet werden kann.

Und der Vektor e, ist ein noch erstaunlicheres ma-
thematisches Konstrukt. Er bildet unendlich weit
entfernte Punkte und somit die Unendlichkeit am
Nordpol der um eine Zeiteinheit verschobenen Ein-
heitskugel ab.

Damit haben wir hier eine Mathematik gefunden, in
der das Unendliche in greifbare Nahe ruckt und wir
mit Unendlichkeiten genauso rechnen kdnnen wir
mit anderen Vektoren auch.

2 Die Wahl der lichtartigen Basisvektoren {18} und {19} und
damit die genaue Darstellung von Gleichung {20} hat histori-
sche Grinde und geht auf [24, Gl. 2.2] zuriick. Es sind auch
alternative Formulierungen fiir die lichtartigen Basisvektoren
e, und eo wie z.B. in [19, S. 562] mdglich (siehe dazu auch die
Diskussion in [23, Tab. 11.1, S. 206]).

10. Ausblick

Mit der ausfuhrlichen Herleitung von Gleichung
{20} haben wir die Black Box der Konformen Geo-
metrischen Algebra nur ein kleines Stiickchen ge-
Offnet. Ein tieferer Blick in diese Black Box, in der
uns die in Tabelle 1 aufgefiihrten geometrischen
Objekte erwarten, wird spéter erfolgen.

Aber die Aussicht darauf ist faszinierend, denn die
Formeln von Tabelle 1 versprechen uns eine verblif-
fende mathematische Welt: Wir multiplizieren drei
Punkte mit Hilfe des aulReren Produktes miteinander
und wir erhalten den Kreis, der durch diese drei
Punkte verlauft. Wir multiplizieren vier Punkte mit
Hilfe des auferen Produktes miteinander und wir
erhalten die Kugel, auf der die vier Punkte liegen.

Und diese Mathematik beschreibt in sehr natrlicher
Weise Geraden und Ebenen: Eine Gerade ist ein
Kreis mit einem unendlich groRen Radius. Also
stellt hier ein Kreis das auliere Produkt dreier Punkte
dar, von denen einer in der Unendlichkeit e,, liegt.

Ebenen sind Oberflachen von Kugeln mit unendlich
groRem Radius. Somit beschreibt das duRere Produkt
aus vier Punkten, von denen sich einer in der Unend-
lichkeit e,, befindet, die Ebene, in der die drei nicht
unendlich weit entfernten Punkte liegen.

Diese Mathematik kann die Beschreibung physikali-
scher Effekte aus Blickwinkeln erlauben, die uns
sonst nicht zugéanglich waren. Das hat schon Dirac
erkannt, der die konforme Geometrie als wirkungs-
méchtiges mathematisches Werkzeug in die Physik
einflhrte [25].

Wie Dirac zeigte, kann die Beschreibung von vier-
dimensionalen Raumzeiten durch konforme sechs-
dimensionale Geometrien nicht nur erfolgreich
durchgefiihrt werden, sondern auch zur Vereinheitli-
chung verschiedener theoretischer Zugange fuhren.

Es ist deshalb zu erwarten, dass auch die Entwick-
lung einer sechsdimensionalen CGA, wie sie Doran
und Lasenby in [22, Abs. 10.7, S. 383] aufzeigen,
bei der didaktischen Aufarbeitung zu neuen Darstel-
lungsformen und lerngeeigneten Zugangen fiihren
wird.

Diese modernen Darstellungsformen werden zwin-
gend auf universitarer Ebene zu behandeln sein. Aus
didaktischer Sicht ist jedoch auch eine elementare
schulische Einbettung nicht nur denkbar, sondern als
erfolgreich vermittelbare Black Box gut leistbar.
Dies haben die hier vorgestellten Ansdtze unserer
Kolleginnen und Kollegen aus der Informatik bei der
Arbeit mit Schulerinnen und Schiilern gezeigt.

Und was in der Informatik méglich ist, sollte erfolg-
reich auch im Physikunterricht und der Physikdidak-
tik moglich sein.
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