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Kurzfassung

Reisen in die Unendlichkeit unternehmen wir auf Bite taglich: Im Paradoxon des Zenon beno-
tigt Achilles unendlich viele Schritte, bis er dier ihm laufende langsamere Schildkréte einholt.
Und wir unternehmen sogar Reisen weit Uber die Oierkeit hinaus, wenn wir bei Bewegungs-
vorgangen Korper nicht nur einholen, sondern Gderhdenn wie viele Schritte hat Achilles zu-
ruckgelegt, nachdem er die Schildkréte hinter giefassen hat? Konzeptuell noch interessanter
werden solche Fragestellungen, wenn sich Achilkeschleunigt bewegt und unendlich weit ent-

fernte Objekte Uberholt.

Mit dem folgenden Beitrag werden zwei Ziele verfolginerseits wird das Paradoxon des Zenon
in einen speziell-relativistischen Kontext gesteittd analysiert. Zum zweiten aber ist klar, dass
die konzeptuell-mathematische Beschreibung miteHiibn reellen Zahlen beim Ubergang iiber
das Unendliche hinaus versagt. Deshalb stellt diBedrag auch ein Pladoyer dafirr dar, die Ma-
thematik der surrealen Zahlen auf konkrete physi&hé Situationen zu Ubertragen, um ein Werk-
zeug zu erhalten, mit dem auch Unendliches und &e33als unendlich sachangemessen be-

schrieben werden kann.

1.Achilles und die andere StralRenseite

Die Paradoxa des Zenon von Elea ubten einen kul-
turgeschichtlich erheblichen Einfluss aus. Sie drg
zur Entwicklung der Logik, zur Ausschéarfung des
Grenzwertbegriffs, zur Durchdringung der Mathe-
matik unendlicher Reihen und zur Hinterfragung des
Kontinuums in der Mengenlehre bei [19, S. 163/
164]. Auch heute noch dienen sie nicht nur zur Ver-

anschaulichung von Grenzwertprozessen und unend-

lichen GréRen, sondern uUben immer noch eine er-
hebliche Faszination auf uns aus [8, Kap.7].

Schildkréte noch wir jemals die andere Stral3ensei-
te.

Im taglichen Leben jedoch gelangen Achilles und
wir nicht nur an unser Ziel: Wir kénnen uber die
StralRenseite hinwegtreten und damit mehr als nur
unendlich viele Schritte zuriicklegen. Achilles kann
die Schildkréte tatsachlich nicht nur einholen, -son
dern auch Uberholen und dabei mehr als nur unend-
lich viele Schritte zuriick legen.

Wenn wir Zenon von Elea ernst nehmen, dann spielt
nicht nur das Unendliche, sondern auch GréReres als

Dabei begegnen uns die von Zenon beschriebenen unendlich eine konzeptuell wichtige Rolle.

Paradoxa tagtaglich: Wir holen einen langsameren poch wihrend die mathematische Auflésung des
Ful3ganger vor uns ein und bemerken, dass sich deryiderspruchs, wie wir das Unendliche erreichen
Abstand zwischen uns immer schneller halbiert. Wir konnen, in der Konstruktion eines geeigneten Grenz-
tberqueren eine Strafle und bemerken, dass sich dieyertpegriffs liegt, ist die mathematische Auflésung
vor uns liegende, noch verbleibende Teilstrecke im- gr Frage, wie wir mit GroRerem als unendlich um-
mer schneller halbiert. gehen koénnen, nicht so einfach. Hier versagt der
Ware jeder von uns gemachte Schritt gerade so groR konventionelle Zahlenbegriff und es wird zu einer
wie die Halfte der verbleibenden Teilstrecke, fuhrt Neufassung unserer Anschauung dariiber, was Zah-
das zu einem ,unerhdrtem, geradezu unglaublichen len, die groRer als unendlich sein sollen, eigeimtli
Gedanken” [15, S. 22]: Wir hatten unendlich viele sind, kommen missen. Diese Neufassung hat Con-
Schritte zu absolvieren — was nach Zenon von Elea way mit der Konstruktion der surrealen Zahlen ge-
unmdoglich ist. Mithin erreicht weder Achilles die leistet.
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2.Das Paradoxon des Zenon in klassischer Dar-
stellung
Beim Wettlauf des Achilles mit einer still stehende

Schildkréte bewegt sich Achilles mit konstanter Ge-
schwindigkeit. Deshalb ist die von Achilles gemes-

system nicht nur proportional zur Anzahl der zu-
riickgelegten Wegstiicke (obere Angabe in Abb. 1),
sondern auch proportional zur Anzahl der von
Achilles gemessenen jeweiligen Zeitdauern (untere
Angabe in Abb. 1).

sene Gesamtzeit und die von ihm gemessene zurlick- Bei der klassischen Beschreibung der Paradoxa des
gelegte Gesamtstrecke proportional (siehe Abbil- Zenons ist diese Beobachtung trivial. Sie wird aber
dung 1). Dies wird sich &ndern, wenn beschleunigte wichtig bei einer speziell-relativistischen Betrach
Bewegungen betrachtet werden. tung des Phdnomens, wenn gemessene Strecken und

Dariiber hinaus ist die Anzahl der von Achilles be-
ndtigten Schritte in jedem klassischen Koordinaten-

von Achilles zuriickgelegte Wegstrecken:

Zeiten vom Bewegungszustand der Beobachter ab-
hangen.

& 1 km 1/2 km 14 km 1/8km 1/2"km
von Achilles gemessene 1h 12h 14h 1/8h  12"h

Zeitdauern:

Abb.1: Wettlauf des Achilles mit der Schildkrote.

Die Gesamtzeit aus Sicht von Achilles und aus Sicht
eines zuruckbleibenden Beobachters kann durch
Aufsummierung leicht ermittelt werden. Im folgen-
den Beispiel, bei dem Achilles die still stehende
Schildkréte mit der geringen Geschwindigkeit von
1 kmvh zu erreichen sucht, ergibt sich

o(zededi L),
2 4 8

Dabei handelt es sich mithin um eine geometrische
Reihe
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zustrebt. Achilles erreicht die Schildkréte in unse
rem Beispiel somit nach zwei Stunden, wobei er
dann aus Sicht aller klassischen, nicht-relativisti
schen Beobachter einen Weg von genakm2zu-
rickgelegt hat.

Die Anzahl der von ihm insgesamt bendétigten
Schritte wird hier mit unendlich anzugeben sein:

{4}
In unseren Gehirnen ist diese Zahl als die gréRtmog
liche aller Zéhlergebnisse eingepragt. Es macht of-
fenkundigkeinenSinn, zu fragen,ob Achilles noch

2h=y thz2n @
n=0 2

k - oo

einen Schritt mehr oder gar einen weniger macht,
dennwo + 1 oderwo — 1 entspricht dem gleichen
groRtmaoglichen Zahlergebnis unendlich, wie uns
Hilberts Hotel (eine sehr schéne populéarwissen-
schaftliche Darstellung findet sich in [1, Kap. 15]
lehrt. Die Frage des Wesensinhalts des Unendlichen
wird dabei eng mit der Frager der Abzahlbarkeit ver
knlpft [8, Kap. 17].

Selbst wenn unendlich viele neue Gaste anreisen, is
im bereits mit unendlich vielen Gasten voll belegte
Hotel von Hilbert noch ausreichend Platz, um auch
die neu angereisten Géste alle gut unterzubringen [
S. 41]. Interessant ist jedoch, dass auch Behriends
seiner Darstellung speziell-relativistische — gibg-
sikalische — Einwande gegen die mathematisch mo-
gliche Bettenbelegungsaktion formuliert.

3.Achilles rennt weiter

Xenon argumentiert mathematisch: Achilles erreicht
die Schildkrote nie, da er unendlich viele Schritte
zurlicklegen musste, was er nicht kann.

Als Physikerinnen und Physiker beobachten wir je-
doch, dass Achilles die Schildkréte nicht nur er-
reicht, sondern auch uberholt. Achilles rennt weite

Drehen wir also die Argumentation um und argu-
mentieren physikalisch:

In dem Moment, in dem Achilles die Schildkrote er-
reicht, hat er die in unendlich viele Teilschriter-
legte Strecke und damit unendlich viele Schritte zu
rick gelegt. Also muss er, nachdem er die Schild-
krote tUberholt hat, mehr als nur unendlich vield-Te
strecken und damit mehr als nur unendlich viele
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Schritte zurlick gelegt haben. Achilles sollte auch
nach dem Einholen der Schildkréte eine sinnbehafte-
te Anzahl von Schritten zugeordnet werden kdnnen.

Ein solches Argumentationsmuster ist natirlich pro-
blematisch. Es stellt die Ubliche erkenntnistheeret
sche Hierarchie auf den Kopf und geht in eine Rich-
tung, in die auch Laughlin argumentiert, wenn er
sich und das Institut, an dem er sich engagiertejje
Weltanschauung verpflichtet (fuhlt), nach der Ma-
thematik aus experimenteller Beobachtung hervor-
geht und nicht umgekehrt” [14, S. 323].

Basiert die Physik auf der Mathematik? Verwenden
wir als physikalisch arbeitende Wissenschaftlenmne
und Wissenschaftler mathematische Erkenntnisse als
Grundlage unseres Forschens? Oder basiert die Ma-
thematik auf der Physik? Determinieren wir mit un-
serer physikalischen Arbeit vielleicht erst die heat
matischen Strukturen, die Mathematikerinnen und
Mathematiker der Physik entnehmen und sodann le-
diglich prazise ausformulieren? Generieren Mathe-
matiker die Mathematik weltabgelést und autonom,
oder entnehmen sie die mathematischen Erkenntnis-
se einem Pool physikalisch gepréagter Vorerfahrun-
gen?

Die Mehrheit der Mathematikerinnen und Mathema-
tikern scheint die reine Mathematik als von der-Phy
sik vollstandig losgel6st zu begreifen. Es ist o
erstaunlich, dass einer der wichtigsten lebenden Ma
thematiker die Moglichkeit einer streng mit der Phy
sik verknupften und aus der Physik abgeleiteten Ma-
thematik in einem Interview ausdricklich zulésst:
»Any belief like that about the nature of thingsth
are arbitrarily far away has turned out to be faise
physics. So | think it is false in mathematics t¢o;

S. 35]. Dieses Argument Conways beinhaltet im
Kern die Aussage: Weil etwas in der Physik so und
so ist, sollte es auch in der Mathematik so und so
seirt. Damit erhélt der speziell-relativistische Ein-
wand von Behrends, der auf der vorigen Seite er-
wahnt wurde, ein ganzlich eigenes Gewicht.

Die Frage, wie viele Schritte Achilles nach einer
Zeit von beispielsweise B und einer Strecke von

3 km zuriickgelegt hat, ist eine physikalische Frage,
auf die wir eine sinnvolle (und gerade auch mathe-
matisch sinnvolle) Antwort erwarten sollten. Denn

eine Antwort auf diese Frage spielt in unserer phys

kalischen Welt dann eine Rolle, wenn wir diese Welt
speziell-relativistisch formulieren und das Parado-
xon des Zenon in die Spezielle Relativitatstheorie
Ubersetzen.

! Selbst wenn logisch vollstandig kontrére und sjebenseitig
absolutausschlieRendmathematische Axiomensysteme kon-
struiert werden, so kdnnen sie doch alle Teil dgrsik und da-
mit in diesem Sinne der Physik entnommen sein. Daizssen
wir lediglich die Quantenmechanik im Sinne von igjer deu-
ten: ,Die Welt ist alles, was der Fall ist, und lwdles, was der
Fall sein kann“ (zitiert nach [9, S. 1§9]

4.Ein speziell-relativistisches Paradoxon des Ze-
non

In diesem Gedankenexperiment, das nur speziell-
relativistische und keine allgemein-relativistische
Effekte beriicksichtigen soll, startet ein sich ilmmme
weiter und immer schneller beschleunigendes Raum-
schiff, das von der Erde aus beobachtet wird. Die
Geschwindigkeit des Raumschiffe, die die auf der
Erde zuriickbleibenden Beobachter messen, erreicht
infolge der speziell-relativistischen Begrenzung ni
die Lichtgeschwindigkeit.

Fir Beschleunigungen ist in der (derzeitigen) Baysi
keine prinzipielle Obergrenze bekannt. Deshalb
kann die Raumschiffbesatzung des Raumschiffs die-
ses prinzipiell beliebig stark und immer schneller
schleunigen. Dies macht sie in der folgenden Art
und Weise:

Die Besatzung des Raumschiffs beschleunigt das
Raumschiff genau so, dass das Raumschiff fiir jeden
im System der Erde gemessenen Kilometer genau
halb so viel Zeit im eigenen Bezugssystem des
Raumschiffs bendétigt wie fir den vorangegangenen
Kilometer.

Die auf der Erde zuruck bleibenden Beobachter se-
hen also, wie dieses Raumschiff Kilometer um Kilo-
meter zuriicklegt. Fur den ersten (im Ruhesystem
der Erde gemessenen) Kilometer bendtigt das Raum-
schiff genau eine Stunde. Fir den zweiten (im Ruhe-
system der Erde gemessenen) Kilometer misst die
Raumschiffbesatzung eine Zeit von genau einer hal-
ben Stunde auf ihren Uhren ab. Fur den dritten (im
Ruhesystem der Erde gemessenen) Kilometer misst
die Raumschiffbesatzung eine Zeit von genau einer
Viertelstunde, da sie den Antrieb des Raumschiffs
entsprechend steuert.

Diesen Beschleunigungsmodus behélt die Raum-
schiffbesatzung des gesamten Flug Uber bei. Fur je-
den folgenden Kilometer, den die auf der Erde zu-

ruckbleibenden Beobachter messen, steuern die Be-
satzung den Antrieb so, dass die Eigenzeit, die sie
auf ihren Uhren ablesen genau halb so grof3 ist wie
fur den aus Erdsicht vorangegangenen Kilometer

(siehe Abbildung 2).

In dieser Abbildung 2 sind nur die aus Erdsicht ge-
messenen Wegstiicke angegeben. Aus Sicht der
Raumschiffbesatzung unterliegen diese wahrend des
Fluges einer dramatisch wachsenden speziell-relati-
vistischen Langenkontraktion.

Ebenso sind in Abbildung 2 nur die aus Sicht der
Raumschiffbesatzung gemessenen Zeitdifferenzen
angegeben. Aus Sicht der Erdebeobachter unterlie-
gen diese einer dramatisch wachsenden speziell-rela
tivistischen Zeitdilatation. Diese Zeitdilatationirds

bei steigender Entfernung des Raumschiffs von der
Erde so grof3, dass das Raumschiff aus Erdsicht star
rotverschoben an einer Position am Horizont quasi
festfriert — und deshalb (bedingt durch die sehr ge
ringe Ortsunscharfe in lateraler Richtung) aus guan
tenmechanischen Griinden Uber den gesamten Hori-

3
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Die auf der Erde zuriickbleibenden Be-
obachter messen die vom Raumschiff
zurlickgelegten Strecken von:

QKE jﬂ/\

&KEjV
/ﬁm

o® 6{\99 &e

Axe =1/knl/

Siénallampe

Abb.2: Flug eines Raumschiffs mit und ohne SignallampgieériUnendlichkeit.

zont verschmiert [10], [11]. Dieser Effekt ist jethogur
aus Perspektive der Erde zu beobachten. Die Raum-
schiffbesatzung bemerkt davon nichts.

In Analogie zum klassischen Paradoxon des Zenon
konnen folgende Fragen formuliert werden:

*  Wo befindet sich das Raumschiff aus Sicht der
auf der Erde zurlckgebliebenen Beobachter,
wenn die Raumschiffbesatzung eine Flugzeit von
genau 2 h misst?

* Wo befindet sichdas Raumschiff aus Sicht der
auf der Erde zurlckgebliebenen Beobachter,
wenn die Raumschiffbesatzung eine Flugzeit von
mehr als zh misst?

Die erste Frage lasst sich unter Ruckgriff auf Fdrme
{3} beantworten:

{5}

Wenn im Raumschiff genaulvergangen sind, hat das
Raumschiff aus Erdsicht eine unendlich groRe Entfer
nung von der Erde.

Doch das Raumschiff beschleunigt weiter — genauso,
wie auch Achilles weiter rennt. Und genauso, wie
Achilles beim Weiterrennen die Zeit messen kann
und mehr als unendlich viele Schritte zurticklegen
wird, wird auch die Raumschiffbesatzung weiter die
Zeit messen und aus Erdsicht mehr als unendlich
viele Schrittintervalle von km zuriicklegen kénnen.

Nachdem im Raumschiff beispielsweisé& 8ergan-
gen sind, ist das Raumschiff im Koordinatensystem
der Erdemehr als unendlich weit von der Erde ent-
fernt. Es ist aus Sicht der Erdbewohner zwar auch

4

eine langere Zeit als unendlich vergangen, eben abe
nicht aus Sicht der Raumschiffbesatzung. F&i:
Besatzung des Raumschiffs kann prinzipiell eine
Entfernung von der Erde erreichen, die gréier
als unendlich ist.

Dies fuihrt zur Schlussfolgerung:

« Wir benétigen ein Zahlensystem, in dem mit sol-
chen Zahlen, die gréer als unendlich sind, kon-
sistent gerechnet werden kann.

5.Die surrealen Zahlen

Es ist zu vermuten, dass die surrealen Zahlerofir s
che Berechnungen geeignet sind, da sie einerseits
die reellen Zahlen umfassen. Andererseits gestatten
sie, Rechnungen mit unendlich groRen Werten
auszufuhren. So existieren im Kontext der surrealen
Zahlen beispielsweise sinnvolle Ausdricke fir funk-
tionale Beziehungen des Unendlichenwie 2w,

Jo, o, € oderw”. Die Grundlagen der surrealen
Zahlen finden sich in zahlreichen Ausarbeitungen
wie beispielsweise [3], [13], [6], [17] oder auch
schulisch motivierten Arbeiten wie [2] und [5].

Die surrealen Zahlen

1=(01 )
5=
% = ({O} |{1/2}) , etc...

kénnen in Analogie zu {1} und {2} aufsummiert
werden. Die Ergebnisse lauten in der von Conway
beschriebenen jeweils einfachsten Form [3, S. 24]:

{6}
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3 1 1=(+)
=1+ =({H2 )
2 2 1_
7 1 1 E =(+) {12}
—=1+=+==({3/2{2} ) 7
4 2 4 1._

e (+—-), etc...

15 ., 1,1, 1_
8 _1+_2+:1+_8'_ ({7/4}{2} ) , ele. Zum anderen berichtet Conway als Erfirfdger sur-

Damit erhalt man als Gesamtsumme flr die Zeit, die
die Raumschiffbesatzung fir das Durchfliegen einer
aus Erdsicht unendlich langen Strecke benétigt, den
bereits bekannten Wert {3}:

tA=[{1,2,4, - H {Z}Jh
=({3{ } )h=2 h

Wahrend dieser von der Raumschiffbesatzung ge-
messenen & legt das Raumschiff aus Erdsicht un-
endlich viele Teilstrecken von jeweilskin zuriick.
Diese Gesamtentfernung aus Sicht der Beobachter
auf der Erde kann nun konkret mit

3715
{8}

wkm= ({1km, 2km, &m, 4m, }| {} {9}

mathematisch angegeben und mathematisch eindeu-
tig umgeformt werden. Beispielsweise ist das Raum-
schiff eine Beschleunigungsphase spéter aus Erd-
sicht in einer Entfernung von

(@+1)km {10}
= ({2km, 2km, 3, 4m , ...kt { )

zu finden. Und weiteren Beschleunigungsphasen
befindet es sich aus Erdsicht

2wkm {11}
=({ (w+1)km, (w+ 2)km, @+ 3km, }| { })

den mathematisch eindeutig bestimmbaren Wert von
~doppelt so weit wie unendlich weit* weg. Und
auch, wo sich das Raumschiff nach einer von der
Besatzung gemessenen Zeit vom Befindet, kann
wahrscheinlich nur mit Hilfe der surrealen Zahlen
mathematisch konsistent ermittelt werden.

Die Darstellung der surrealen Zahlen in den Formeln
{6} — {10} erscheint auf den ersten Blick verwirrén
und deshalb auch strukturell kompliziert. Sie setze
sich in fir uns ungewohnter Weise aus einer links-
und rechtsseitigen Menge zusammen, wobei fiir die-
se Menge Ordnungsbedingungen erfillt sein mis-
sen.

Doch dieser erste Eindruck tduscht. Zum einen ent-
standen die surrealen Zahlen aus spieltheoretischen
Uberlegungen und kénnen alternativ auch als eine
Abfolge von Verzweigungsentscheidungen interpre-
tiert und dargestellt werden. So lautet eine zweit
mogliche Darstellungsweise fir die surrealen Zahlen
{6} nach [6]:

realen Zahlen in [7, S. 19]: , This method of thimdi

of them as games turned out to give a simpler, more
logical theory than anybody had found before, even
for the real numbers.” Surreale Zahlen weisen eine
.bizarre" [7, S. 18] strukturelle Einfachheit undiZ
ganglichkeit auf — und damit erhalten sie einen di-
daktisch hohen Wert.

Auch deshalb beschreibt Rota die surrealen Zahlen
euphorisch als: ,Surreal numbers will go down in
history as one of the great inventions of the agntu
We thought Dedekind cuts had been given a decent
burial, but now we realize that there is a lot mire
them than meets the eye. (...) Thanks to Conway’s
discovery, we have a new concept of humber” [16,
S. 217/218].

Diesen Aspekt der konzeptuellen Einfachheit oder
gar ,Naturlichkeit“ betonen auch andere Autoren,
die sich mit surrealen Zahlen beschéftigen: ,Irt,fac
it is because the system seems to be so natutta to
author,“ fiihrt Gonshdrin sein Buch [6, S. 2] ein.

Fazit: Surreale Zahlen sind konzeptuell einfacher a
andere Zahlensysteme. Und sie sind auch didaktisch
recht einfach zugéanglich, wie die Erstverodffentli-
chung der surrealen Zahlen durch Knuth [13] zeigt:
.| decided that creativity can't be taught using a
textbook, but that an 'anti-text’ such as this riette
might be useful” [13, S. 113].

6.Zurlick zur Physik

Ein konventionelles Raumschiff, das den Treibstoff
fur die gesamte Reise mit sich fuhrt, wird die Un-
endlichkeit kaum erreichen. Selbst bei dem effek-
tivsten Antrieb, den wir derzeit in der Theorie ken
nen (durch Materie-Antimaterie-Zerstrahlung, wobei
jeweils ein Bruchteil der Rakete als RuckstoRmate-
rial an die Umgebung abgegeben wird, um einen
Vortrieb fir die verbleibende Raketenmasse zu ge-
nerieren) wird nachw Beschleunigungsphasen nur
noch eine infinitesimal geringe Raketenrestmasse
Ubrig sein. Mit materiebehafteten Objekten ist eine
solche Reise aussichtslos.

Es existiert jedoch eine alternative Abwandlung des
hier vorgestellten Gedankenexperiments, bei dem ei-

2 In FuBnote 1 wurde hinterfragt, ob mathematischefhtnisse
der Natur und damit der Physik entnommen sind odtgt. Da-
rauf bezieht sich das vollstandige Zitat von Gomsfithe surreal
numbers were discovered by J. H. Conway. (...) I, fiaés be-
cause the system seems to be so natural to therdhét the first
sentence contains the word ‘discovered’ rather tbanstructed’
or ‘created.” [6, S. 1/2] Conway ist in diesem Bénalso Ent-
decker und nicht Erfinder der surrealen Zahlen.
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ne Reise in weiter aks km entfernte Regionen reali-
siert wird. Es ist eine Reise, die Photonen andalier
unternehmen.

Befestigen wir also an der Spitze des Raumschiffs
eine Signallampe, die beim Start kurz aufblinkte Di

beitragen, kann geschlussfolgert werden, dass dlech a
unendlich langen Lichtwege und alle Lichtwege, die
langer als unendlich sind, beitragen sollten. Allesd
Lichtwege legen Photonen in einer Eigenzeit von Null
zuruck.

von dieser Lampe ausgehenden Photonen bewegenBei physikalischen Messungen machen sich diese

sich mit Lichtgeschwindigkeit dem Raumschiff vo-
raus. Sie sind somit immer weiter von der Erde ent-
fernt als das Raumschiff.

Nachdem die Raumschiffbesatzuing Beschleuni-
gungsphasen durchlaufen hat und in unserem Ge-
dankenexperiment die Raumschiffbesatzung aus
Erdsicht unendlich weit von der Erde entfernt ist,
missen die beim Start ausgesandten Photonen folg-
lich noch weiter als nur unendlich weit von der &rd
entfernt sein.

Dieses seltsame Verhalten vollfihren Photonen aus
speziell-relativistischer Sicht aufgrund der Taksgc
dass fur Photonen bei jedem physikalischen Vor-
gang, den wir auf der Erde mit einer nicht-ver-
schwindenden Eigenzeit vofite # 0 beobachten,
immer und Uberall eine Eigenzeit vast, = O ver-
geht. Fur Photonen ist jeder Vorgang instantan. So-
mit erfolgt auch das Durchlaufen eines Kilometers
und infolgedessen das Durchlaufen unendlich vieler
Kilometer fir Photonen in einer Eigenzeit von Null.
Dieser Lichtweg ist in Abbildung 2 schrag unten
rechts symbolisch angedeutet.

Dieser Lichtweg in die Unendlichkeit kdnnte unter
Umstanden Konsequenzen fiir das Verhalten von
Licht haben. Es scheinen zwar keine Auswirkungen
im Kontextstreng klassischer Vorstellungen zum Licht
wie dem Strahlenmodell oder im Kontext moderner
Vorstellungen zum Licht wie dem Wellenmodell realis-
tisch. Doch im Kontext quantenmechanischer Modell-
bildungen wie dem Zeigermodells von Feynman [4]
scheinen Auswirkungen auf messbare Grof3en nicht
ganzlich ausgeschlossen.

Nach Feynman durchlauft Licht auf dem Weg von ei-
nem Punkt A zu einem zweiten Punkt B nicht nur den
direkten, geradlinigen Weg, sondern alle mdéglichen
Wege, solange diese Wege nicht mit einer vollstandi
gen Absorption des Lichts verbunden sind. Sehen wir
beispielsweise unser Spiegelbild, so wandert eimgeri
ger Teil des Lichts von unserer Nasenspitze aufnreine
krummlinigen Weg in die Kiiche, umrundet die Kaffee-
maschine, lauft zurick und fallt dann ohne Berigrun
des Spiegels in unsere Augen. Ein weiterer geringer
Teil des Lichts nimmt einen anderen, ebenfalls sehr
unwahrscheinlichen Weg um die Kaffeemaschine, und
fallt mit einer umm = 180° verschobenen Phase in un-
ser Auge, so dass sich die beiden betrachtetenarieht
teile durch destruktive Interferenz nahezu volldtgn
ausléschen. Zu grof3en Teilen nicht ausgeléscht wird
nur das Licht, das sich in der Nahe des optischddir
ten Weges befindet und von der Nasenspitze aus auf
den Spiegel auftrifft und dann, das Reflexionsgeset
fullend, in unsere Augen fallt.

Da bei dieser Betrachtung von Feynman alle existiere
den Lichtwege zum endgdltigen Lichtreflex in Punkt B
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Lichtanteile nur deshalb nicht bemerkbar, da damRa
den die Photonen auch auf unendlich und noch lange-
ren Lichtwegen durchlaufen, ndherungsweise homogen
sein wird, so dass sich diese Lichtanteile in deni®e
naherungsweise (und im Rahmen unserer derzeitigen
Messgenauigkeit mit Sicherheit vollstandig) desiruk
ausléschen.

7.Epilog

In seiner ,Philosophie der Mathematik und Natur-
wissenschaft’ schreibt Weyl: ,Die Unmdglichkeit,
das Kontinuum als ein starres Sein zu fassen, kann
nicht pragnanter formuliert werden als durch das
bekannte Paradoxon des Zenon von dem Wettlauf
zwischen Achilles und der Schildkrote” [18, S. 61].
Auch heute noch trifft diese Aussage den wesentli-
chen Punkt, wenn wir Giber Zenon und seine Konse-
quenzen nachdenken.

Dabei sind diese und ahnliche Paradoxa didaktisch
wichtig, da sie kognitive Konflikte erzeugen — und
zu deren Auflésung sind wir gezwungen, neue Wege
zu denken und zu gehen.

Ein solch neuer Weg ist der Weg in die Unendlich-

keit, der uns von der Mathematik der reellen Zahlen
bisher leider versperrt wird. Die surrealen Zahlen

leisten hier einen entscheidenden Beitrag, der mit
Sicherheit eines Tages auch wesentliche physikali-
sche Implikationen haben wird. Um Diskussionsan-

lasse zur Erdrterung der surrealen Zahlen zu schaf-
fen, ist es deshalb sinnvoll, diese in Hochschulen
und Universitaten zur Modellierung physikalischer

Situationen heranzuziehen.

Und es ist sinnvoll, dabei Wege zu gehen, wie sie
Knuth vorschlagt, um auf Hochschulebene ,the most
serious shortcomings in our present educational sys
tem, the lack of training for research work" [13, S
113] zu Gberwinden.
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