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Kurzfassung

Die Geometrische Algebra erweist sich als wirkumgieg und gleichzeitig einfaches mathemati-
sches Instrument, rdumliche und raumzeitliche Braigen und Transformationen zu modellie-
ren. Dabei werden die ¥2)-Matrizen der Pauli-Algebra bzw. diex4)-Matrizen der Dirac-Alge-
bra als Basiselemente aufgefasst, deren Koordinateh Operatorcharakter didaktisch und struk-
turell in Beziehung gesetzt werden. In schulischad hochschulischen Lernsituationen hat sich
diese auf GraBmann zuriickgehende Geometrische raldpelovahrt.

Doch welche geometrische Bedeutung kank3BMatrizen zugeordnet werden? Auch hier zeigt
sich, dass bei einer geeigneten Wahl dieser Matrizese als Basisvektoren bzw. Basisreflexio-
nen gedeutet und didaktisch genutzt werden kdnnen.

Die Eigenheiten dieser (83)-Matrizenalgebra werden vorgestellt und in Bearghzu der von
David Hestenes geschaffenen Didaktik der GeomégisAlgebra gesetzt. Dabei eréffnet diese
andere Geometrische Algebra nicht nur didaktist¢br@dtive Zugange, sondern auch neue er-
kenntnistheoretische Sichtweisen auf die Verknigfwon mathematischer Modellierung und
struktureller Fundierung unserer physikalischentWel

1.Das Buch der Natur senschaften: als Servicewissenschaft, mit der man

Die Geometrische Algebra nimmt Galileo Galilei Berechnungen ausfihren kann.

ernt. Sie nimmt ihn beim Wort: ,Das Buch der Natur Die Konsequenz dieser Fehlentwicklung benennt
kann man nur verstehen, wenn man vorher die Spra- schon Galilei in drastischen Worten: ,Es ist in ma-
che und die Buchstaben gelernt hat, in denen es ge-thematischer Sprache geschrieben, und die Buchsta-
schrieben ist. Es ist in mathematischer Sprache ge- ben sind Dreiecke, Kreise und andere geometrische
schrieben, und die Buchstaben sind Dreiecke, Kreise Figuren, und ohne diese Hilfsmittel ist es mensehen
und andere geometrische Figuren..." (zitiert nagh [ unmdglich, auch nur ein Wort davon zu begreifen”
S. 106). (zitiert nach [4, S. 106]

Das ist ein konzeptuell mutiger Satz — zum einen, Eine algebraische Fixierung auf Zahlen verhindert,
weil damit zum Ausdruck kommt, dass Naturer- das Buch der Natur zu verstehen. Erst, wenn wir un-
scheinungen durch Regeln beschrieben werden kon- sere algebraischen Kenntnisse konzeptuell mit der
nen und so dem menschlichen Verstandnisprozess Geometrie verknlpfen, ist ein stimmiges, physika-
zuganglich sind. Das war nicht unbedingt allen Zeit lisch fundiertes Naturverstdndnis moglich.

genossen Galileis Klar. Damit aber tiben wir auch umgekehrt eine Ruickwir-
Zum anderen hat dieser Satz aber nicht nur eite zei kung auf die Mathematik aus, indem wir die Geome-
geschichtliche Relevanz, sondern ist heute noch ak- trie physikalisch einbinden. Die mathematischen
tuell. Galilei schreibt nicht: ,Es ist in mathemati Objekte, die wir als Physikerinnen und Physiker nut
scher Sprache geschrieben, und die Buchstaben sindzen, sind keine rein abstrakten Denkmuster, sondern
Zahlen..." Genau das aber ist der Eindruck, den Ler konkrete Objekte, die wir der Welt, in der wir lehe
nenden auch heute noch in Schule und Hochschule entnehmen. ,Die so ergénzte Geometrie ist offenbar
vermittelt wird. Mathematik scheint in erster Linie  eine Naturwissenschaft; wir kénnen sie geradezu als
der Umgang mit Zahlen zu sein, und so nutzen wir den altesten Zweig der Physik betrachten* schreibt
die Mathematik in der Physik und anderen Naturwis- Einstein dazu in [3, S. 6].
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2.Geometrische Algebra

Die Geometrische Algebra liefert deshalb einen tra-
genden Beitrag zu einer fundierten Naturbeschrei-
bung, weil mit ihr Geometrie und Algebra konsistent
aufeinander bezogen und verknlpft werden. Das ist
der Grund, weshalb sie ein wirkungsvolles und kon-
zeptuell einfaches Instrument zur Beschreibung
raumlicher und raumzeitlicher Beziehungen liefert,
das weit wirkungsmachtiger ist als die Lineare Alge
bra in der derzeit meist genutzten Standarddarstel-
lung [18].

Doch obgleich Geometrie und Algebra in der Geo-

metrischen Algebra sachstrukturell eng verknipft

werden, zeigt die Geschichte der Geometrischen Al-
gebra, dass dabei zwei unterschiedliche Wege einge-
schlagen werden kdnnen: Zum einen kann die Geo-
metrische Algebra koordinatenfrei gedacht und for-

muliert werden, was von zahlreichen Protagonisten
der Geometrischen Algebra aus epistemologischen
Grinden (siehe z.B. [pfavorisiert wird.

Zum anderen kann bei der Darstellung geometri-
scher Sachverhalte ein expliziter Bezug auf Koordi-
naten genommen werden. Dies ist durchgangig im
schulischen Bereich der Fall, wenn im Unterricht
Geometrie und Algebra verkniupft werden. Bei-
spielsweise zeigt sich bei der Diskussion von Bewe-
gungsgleichungen im Physikunterricht der Sekun-
darstufe 1l, dass Weg-Zeit-Diagramme, Geschwin-
digkeits-Zeit-Diagramme und Beschleunigungs-
Zeit-Diagramme den Lernprozess tatsachlich stit-
zen. Eine koordinatenfreie Diskussion dieser Sach-
verhalte ware hier im physikalischen Kontext
schwierig, da die experimentelle Aufnahme von
Messwerten die Wahl eines Koordinatensystems im-
pliziert.

Und weil Koordinaten eine kognitiv entscheidende
Rolle bei der Diskussion physikalischer Prozesse
spielen, ist die Darstellung von Koordinaten, dahs
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Der néchste ,greatest” — also gré3tmdogliche — intel
lektuelle Schock folgt dann einige Seiten spater,
wenn die Basisvektoren unserer raumzeitlichen
Welt, in der wir seit Einstein leben, eingefihrtrwe
den [5, S. 1192]: Sie kénnen mit den Dirac-Matrizen
[5, S. 1193] identifiziert werden. Strukturell gehe
die Basisvektoren der vierdimensionalen Raumzeit,
die somit durch (% 4)-Matrizen dargestellt werden,
aus den Basisvektoren des dreidimensionalen
Raums, die durch die §2)-Matrizen {1} — {3} re-
préasentiert werden, mit Hilfe des Zehful3-Kronecker-
Produkts hervor [22], [23], [11].

Dieser auf Ideen von Gramann, Clifford, Hamilton,
Cartan, Pauli und Dirac aufbauende und von David
Hestenes (siehe z.B. [7], [8], [Plind anderen Auto-
ren (siehe z.B. [2], [18]didaktisch aus- und aufge-
arbeitete Ansatz hat sich in schulischen (siehe z.B
[12]) und hochschulischen (siehe z.B. [10], J17]
Lernsituationen bewahrt. In solchen Lernsituationen
ist deshalb auch in Zukunft die Wahl von Pauli- und
Dirac-Matrizen zur Reprasentation von raumlichen
bzw. raumzeitlichen Basisvektoren angezeigt.

Dennoch: Bei der Durchdringung wissenschatftlicher
Sachverhalte ist die Erzeugung kognitiver Konflikte
ein Wert fur sich. Die Erschitterung, die unsere ei
gefahrene und oftmals vorgepragte Gedankenwelt
erfahrt, wenn wir wieder einmal einen ,greatest in-
tellectual shock® erleiden, kann unsere Blickrich-
tung o6ffnen und uns neue kognitive Horizonte er-
schlief3en.

Deshalb wird im Folgenden eine weitere Reprasen-
tation von Basisvektoren diskutiert, die ebensaune

durch schulische Préagungen schon vor Jahrzehnten wartet wie Giberraschend erscheint und einen solchen

verfestigt hat, ein fur jeden von uns wesentlicBer
sichtspunkt. Wir merken das im Alltag allerdings
kaum, da die meisten Gesprachspartner, mit denen
wir uns mathematisch oder physikalisch auseinander
setzen, eine uns sehr dhnelnde Auffassung von Ko-
ordinaten aufweisen dirften und es deshalb selten
zur Hinterfragung des eigenen Standpunktes kommt.

Umso dramatischer ist dann die Situation, wenn sol-
che Konfrontationsprozesse mit unserer kognitiv
vorgepragten Gedankenwelt tatséchlich einmal auf-
treten. Deshalb schreiben Gull, Lasenby und Doran
~We have now reached the point which is liable to
cause the greatest intellectual shock”, als s[&,iiS.
1184] die Basisvektoren,eg, und ¢ unserer drei-
dimensionalen, euklidischen Welt, in der wir vor
Einstein lebten, mit den Pauli-Matrizen identifizie

ren:
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kognitiven Konflikt zu generieren vermag: Die Re-
prasentation von Basisvektoren durch dig 3pMa-
trizen der Permutationsgruppe [$5].

Diese Wahl hat den erkenntnistheoretischen Vortell,
dass nur positive Zahlenwerte verwendet werden.
Wir erhalten damit ein Konstrukt, das ohne die Nut-

zung negativer Zahlenwerte die mathematischen
Eigenschaften negativer Grof3en in einer alternative

Art und Weise darstellt.

Und es gibt noch ein weiteren Grund, die Geometri-
sche Algebra in einer alternativen Formulierung mit
Hilfe von (3x 3)-Matrizen darzustellen: Die Gell-
Mann-Matrizen, die zur Beschreibung von Quarks
herangezogen werden, sindx3)-Matrizen. Um die
Gell-Mann-Matrizen im Kontext der Geometrischen
Algebra didaktisch Uberzeugend fassen zu kdnnen,
ist ein entsprechender Rahmen notwendig. Ein erster
Schritt hin zu einem solchen Rahmen stellt die Kon-
struktion einer Geometrischenx3)-Algebra dar.
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3.(3x3)-Einheitsvektoren

In Anlehnung an [13] werden die drei Permuta-
tionsmatrizen [19, S. 136/137] als Vektoren gedeu-
tet:

{4}
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Da das Quadrat dieser Vektoren der Einheitsmatrix
e entspricht, ist die Interpretation als Einheitseek
ren sinnvoll:

{7}
001

Ein beliebiger Vektor r dieser Geometrischen 83-
Algebra kann dann wie Ublich als Linearkombina-
tion der drei Einheitsvektoren {4} — {6} dargestell
werden:

Xl X3 X2
=X6+X,6+X%e= X X X|{8
X2 Xl X3

Die Zahlenwerte x X, und % reprasentieren dabei
jeweils die Koordinatenwerte der entsprechenden
Achsen in Richtung vonge, und &.

Jetzt kdnnen die sechs méglichen Produkte der Ein-
heitsvektoren bestimmt werden. Dabei zeigt sich,
dass nur zwei unterschiedliche Produkte existieren:

0 01
ee=gg=¢ge| 1 0 {9}
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010
e6=gg=¢e| 0 0 | {10}
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4.0peratoren und Operanden in der GA

Der Interpretation von Pauli-Matrizen, Dirac-Matri-
zen oder von $SPermuatationsmatrizen als Einheits-
oder gegebenenfalls Basisvektoren wurde bereits in
Abschnitt 2 als einer der entscheidenden Kernpunkte
der Geometrischen Algebra vorgestellt.

Doch im historischen Auspragungsprozess, der zur
Formulierung dieser Matrizen fiihrte, steht ein ande
rer Aspekt im Vordergrund. Pauli-, Dirac- oder Per-
mutationsmatrizen wurden nicht als Vektoren (und
damit nicht als Operanden, auf die eingewirkt wird)
gesehen, sondern als Operatoren, die auf Operanden
einwirken.

In dieser konventionellen Darstellung bewirkt eine
Permutationsmatrix der Symmetriegruppe &ne
Reflexion [19, S. 136/137] auf einen Spaltenvektor,
indem diese beiden Objekte multipliziert werden:

1 0 0)x X
ef=|0 0 1 y|=| z {11}
0 1 O)\ z y

Dieser Ausdruck {11} zeigt das Dilemma der im
historischen Gang ausgebildeten Konvention: Es
werden Objekte zweier vollig unterschiedlicher ma-
thematischer Welten verknlpft: Eine (3 x 3)-Matrix
hat ganzlich andere Eigenschaften als ein Spalten-
vektor.

Die Geometrische Algebra favorisiert eine andere

Herangehensweise: ,We share with many authors

the idea that operators and operands should be ele-
ments of the same space,” schreiben Vianna, Trin-

dade und Fernandes [24, S. 962]. Nach Schmeikal
beruht dieser Ansatz auf Ideen, die von Systemtheo-
retikern bereits konstruktiv eingesetzt wurden: girh

is, in a group G, any element A can be understsod a

both an operator and an operation® [20, S. 29].

Das ist der zweite didaktische Kernpunkt der Geo-
metrischen Algebra: Operatoren und Operanden
werden durch gleichartige Objekte beschrieben. Pau-
li-Matrizen stellen sowohl Basisvektoren wie auch
Basis-Reflexionen des dreidimensionalen Raums
dar. Dirac-Matrizen stellen sowohl Basisvektoren
wie auch Basis-Reflexionen der vierdimensionalen
Raumzeit dar. SPermutationsmatrizen stellen so-
wohl Einheitsvektoren (Operanden) wie auch Gene-
ratoren von Reflexionen (Operatoren) dar.

Diese Interpretation der ;®ermuationsmatrizen
kann genutzt werden, um die rdumliche Lage der
Einheitsvektoren {4} — {6} zu ermitteln.

Eine Reflexion wird in der Geometrischen Algebra
durch ein Dreifachprodukt generiert, indem der zu
spiegelnde Vektor sowohl rechts- wie auch linkssei-
tig mit dem Einheitsvektor, der die Spiegelachse re
préasentiert, multipliziert wird. Beispielsweise @gt

die Reflexion des Einheitsvektors & einer Refle-
xionsachse in Richtung des Einheitsvektargl@ch
den Ausdruck:

1 0 00 0 (1 O 0 1
0 0 1/0 1 0|0 0 1= 1 0 {12}
01010001 00

Die insgesamt neun verschiedenen Reflexionen der
Einheitsvektoren lauten somit:
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666=¢ eg& £ gee |
eee=¢ ceg g gee {13
666=¢ geg& £ £LE

Diese Reflexionsgleichungen kénnen nur dadurch
erfullt werden, dass die drei Einheitsvektorenes

und & in einer Ebene liegend angeordnet werden, so
dass sie jeweils einen Winkel von 120° einschliel3en
(siehe Abbildung 1).

e,-Achse

€

€1
e;-Achse
€3

es-Achse

Abb.1: Geometrische Lage der Einheitsvektoren.

5.Repréasentationen von Null

Ublicherweise wird die (3 x 3)-Matrix mit durchgan-
giger Belegung aller Matrizenelemente durch die
Zahl 0 als Nullmatrix bezeichnet. Sie stellt das-ne
trale Element beziglich der Matrizenaddition dar:

X; X3 X,) (0 0 O
r+0=|x; x, X, |+{0 0 O
X, X; X3) {0 0O (14}
Xl X3 X2
SR X X =T
X2 Xl X3

Die Wirkung dieser Operation besteht gerade darin,
dass wir im Koordinatensystem keinen Schritt ma-
chen und an der gleichen Stelle verharren. Gereau di
gleiche Wirkung erhalten wir jedoch, wenn wir im
Koordinatensystem erst einen Schritt jfRéchtung,
dann einen zweiten Schritt in-Richtung und ab-
schlieBend einen dritten Schritt in-Richtung ge-
hen. Addieren wir die Summe aller drei Einheitsvek-
toren (siehe Abbildung 2)

111 (00O
e+e+g=11 10 0 O {15}
111 (000

verbleiben wir an der gleichen Stelle. Die Summe
aller drei Einheitsvektoren bzw. ein beliebigesIVie
faches dieser Summe (& + e, + &;), reprasentiert
ebenfalldasneutrale€lementin derGeometrischen

e,-Achse

€
3 e

e;-Achse
€

es-Achse
Abb.2: Alternative Reprasentation der Nullmatrix.

schen (X 3)-Algebra und entspricht somit der Null-
matrix.

Es existieren somit unendlich viele mogliche Repra-
sentationen der Gréf3e Null, was der Situation bei
den reellen Zahlen entspricht. Nur bewegen wir uns
bei den reellen Zahlen auf Achsen, die im Winkel
von 180° zueinander stehen, wenn wir Grof3en wie
4+ (-4) oder 1% (—17) alsidentisch auffassen.

Bemerkenswert ist, dass die Summe der beiden ver-
schiednen Produkte aus den Einheitsvektorgn e
und ee; sowie der Einheitsmatrixoeebenfalls der
auf jedem Matrizenelement mit eins belegten Matrix
entspricht. Somit reprasentiert diese Matrix

111 0 0

1110 00O
111 0 0O

ee+eet g= {16}

ebenfalls die Nullmatrix.

Aus physiksoziologischen und aus heutiger Sicht
durchaus seltsamen Grinden wird diese Matrix von
einigen Autoren als demokratische Matrix (siehe z.
B. [1, S. 2) bezeichnet. Diese Bezeichnung scheint
jedoch genauso irrefihrend und deshalb didaktisch
problematisch wie die von [25] gewahlte Bezeich-

nung ,Unit Matrix“. Die so genannte demokratische

Matrix reprasentiert den Wert Null.

6.Darstellung von Minus Eins

Werden nur positive Koordinatenwert, %, und %

in {8} zugelassen, muss der Ublicherweise alsf—
bezeichnete Vektor mit Hilfe der beiden anderen
Einheitsvektoreneund ausgedrUthwerden:

6e =g+ g {17}

! Zur Beschreibung aller méglichen Punkte in der
durch e und e aufgespannten Ebene sind im Falle
rein positiver Koordinatenwerte alle drei Einbeit
vektoren notwendig. In diesem Sinne kénnte man
sie durchaus als Basisvektoren bezeichnen.
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In einer Welt, in der keine negativen Zahlen und so
mit auch nicht die negative Zahl 1} in einem Aus-
druck wie (-e;) = (-1)e, existiert, stellt das Symbol

© vor dem Einheitsvektor;ein Formel {15} kein
Minuszeichen dar, sondern muss durch die in dieser
Algebra vorhandenen GrolRen ausgedriickt werden.

Ein Vergleich mit den Reflexionsformeln {13} zeigt,
dass das Symbad als Summe der beiden unter-
schiedlichen Produkte der Einheitsvektoren interpre
tiert werden kann:

Oe=6+g=6ger ££,
=(e,6+ g8 )¢

= ©=geteg {19}

Das gleiche Ergebnis erzielt man, wenn man in For-
mel {16} den Einheitsvektorsewie in der Geometri-
schen Algebra ublich mit dem Skalar 1 identifiziert
Da die Summe aller drei Gr6Ren in {16} Null ergibt,
ist es nur konsequent, die zum Skalar eins addierte
Grole (ge; + &€1) auch hier als eine sinnvolle Dar-
stellung fure 1 zu deuten. Wir haben somit mit

011
e=|1 0 1
110

eine GroRe, die algebraisch wie das Skalar minus
eins agiert. Diese GréRRe wird nur durch positive Ma
trizenelement beschrieben. Wir benétigen die negati
ven Zahlen nicht mehr, denn negative Zahlen sind
nur im algebraischen Sinne negativ. Im geometri-
schen Sinn entstehen sie durch eine Richtungsum-
kehr. Liegt eine eineindeutige Verknipfung geome-
trischer und algebraischer Strukturen vor, wie dies
der Geometrischen Algebra der Fall ist, kann die al
gebraische Negativitat durch die geometrische Ope-
ration der Richtungsumkehr ersetzt werden:

{18}

{20}

eq=%+%
Oe,=e+g {21}
Oe,=gt¢

Und damit sind in der Geometrischenx(3)-Alge-

bra negative Zahlenwerte tatsachlich tberflissig. E
ne einfache Beispielrechnung soll dies abschlieRend
verdeutlichen.

7.Beispielaufgabe zur Rotation
Die Aufgabenstellung dieser Beispielaufgabe lautet:

Wie lautet das Ergebnis einer Rotation dep
Ortsvektors

r=2g+e
an einer zu el orthogonalen Achse durch dg
Ursprung?

{22}

Abb.3: Text der Aufgabenstellung.

Da die Geometrische Algebra geometrische und al-
gebraische Darstellungen eineindeutig verknupft,

kann die Losung sowohl graphisch-geometrisch wie

auch algebraisch gefunden werden. Zuerst der alge-
braische Losungsweg:

Um die Reflexion berechnen zu kénnen, muss zuerst
der Einheitsvektor in Richtung der Reflexionsachse
ermittelt werden (siehe Abbildung 4). Dieser Vektor
wird als Reflexionsvektord bezeichnet.

Reflexions -

e;-Achse 4 achse

—e

2

#
€
e;-Achse

es;-Achse

Abb.4: Bestimmung des Reflexionsvektors.

Der senkrecht auf,estehende Vektorgrlasst sich
leicht ermitteln:

1
r :Eel +e {23}
ro ist jedoch kein Einheitsvektor. Deshalb muss er
zur Bestimmung des Reflexionsvektors noch nor-
miert werden, indem er durch seinen Betrag geteilt
wird:

r2=9¢ 41
0 4eo >

3e+d
29772

NE

|f|=—360
)

1
Get;¢&¢
{24}

3
@+ g+ ?ﬁmz ¢
{25}

I"ref :%\/ée_l.+_§\/_3% {26}

Damit ergibt sich der reflektierte Vektor r' zu:

rs=r

ref

=%(q+ 2¢ )(2¢+ ¢ )+ 2¢

r rref

=§(4eo+<-;‘€+ 4gp)e 2¢ 27

O(e+ee)er 2¢)
=g+3g+ 2¢
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Da sich ¢ + & + & gegenseitig zu Null kompensie-
ren, lautet die endgiiltige Darstellung des refekti
ten Ortsvektors r':

r'd2e + ¢ {28}

Das algebraische Ergebnis wird durch die graphi-
sche Darstellung bestétigt. Durch die Reflexiordwir

ex-Achse Reflexions -

achse

es-Achse

Abb.5: Graphische Veranschaulichung der Lésung.

2e in 2(& + &) und @ in e + & Uberfuhrt (siehe
Abbildung 5). Damit setzt sich der reflektierte Vek
tor r’ wie erwartet zu

r'=e+3e+ 2¢
02+ ¢

{29}

zusammen, was das Ergebnis {28} bestatigt.

8.Ausblick und Fazit

Die hier vorgestellte Geometrische X3)-Algebra
beschreibt zweidimensionale Raume unter einem un-
gewohnten und unkonventionellen mathematischen
Blickwinkel. Wir leben jedoch in einem dreidimen-
sionalen Raum bzw. in einer vierdimensionalen
Raumzeit.

Es ist deshalb sinnvoll, diesen Ansatz auf hthere D
mensionen zu Ubertragen. Dies kann durch zwei ver-
schiedene Strategien erfolgen:

Zum einen kann die Konstruktion eines Einheitsvek-
tors, der senkrecht zu der durch & und g aufge-
spannten Ebene steht, mit Hilfe einer mit imaginare

Grol3en belegten (3 x 3)-Matrix wie beispielsweise
1 i 0 2
e,=——=i(e,+2g¢)=—=| 2 i 0[{30}
“= 3 (&+2¢8) 3 o

gelingen, was in [14] diskutiert werden wird.

Dies filhrt zur Konstruktion eines dreidimensionalen
Raums, der zwar positive und imagindre Zahlenwer-
te bendétigt, aber immer noch ohne negative Zahlen
auszukommen vermag.

Zum anderen kdnnen unter Ruckgriff auf das Zeh-
fu3-Kronecker-Produkt vier- und héherdimensionale
Raumzeiten konstruiert werden, wie dies in [11} ver

sucht wird. In diesem Fall kdnnen dann zum Bei-
spiel geeignete und nur durch positive Zahlenwerte
belegte (% 9)-Matrizen als raumartige und zeitartige

Einheitsvektoren identifiziert werden, die die pseu

doeuklidische Raumzeit der Speziellen Relativitats-
theorie aufspannen.

Inwieweit dies fachphysikalisch relevant ist, ish-u
stritten. So favorisiert Schmeikal in einigen séaio
gisch motivierten und teilweise metaphorischen
Ausarbeitungen [20], [21] die,Fermutationsalge-
bra zur Beschreibung der Geometrie unserer physi-
kalischen Welt.

Andere Autoren verknipfen hingegen den struktu-
rellen Aufbau unserer Welt enger mit derFermu-
tationsalgebra, wie dies beispielsweise Mondragén
in [16] oder Rowlands in [26, S. 356] tun.

Und es bleibt die anfangs aufgefiihrte Idee, did-Gel
Mann-Matrizen als (X 3)-Matrizen perspektivisch

in den strukturellen Rahmen einer Geometrischen
(3x3)-Algebra einzubinden.

Zwei Feststellungen kénnen jedoch nun mit Sicher-
heit getroffen werden:

« Alle physikalischen Sachverhalte, die sich in der
theoretischen Physik mit Hilfe von Pauli-Matri-
zen mathematisch beschreiben lassen, lassen sich
auch mit Hilfe von (X 3)-Matrizen beschreiben.

« Alle physikalischen Sachverhalte, die sich in der
theoretischen Physik mit Hilfe von Dirac-Matri-
zen beschreiben lassen, lassen sich auch mit Hil-
fe von (% 9)-Matrizen beschreiben.

Es ist also nicht unbedingt eine rein fachphysika-
lisch-mathematische Frage, fur welche Art von Ma-
trizendarstellung wir uns entscheiden — es ist auch
und insbesondere eine didaktische Frage.
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