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Kurzfassung

In der Lehramtsausbildung haben im physikalischen Praktikum zunehmend computergestiitzte
Versuche ihren Platz gefunden. Hierbei ist nicht nur die computergestiitzte Messwertaufnahme
von Vorteil. Die Studierenden haben auch bei der Auswertung die Mdglichkeit sich mit ver-
gleichsweise geringem Aufwand mit mathematischen Modellierungen von physikalischen Sach-
verhalten zu beschéftigen.

Aus einer Reihe entwickelter Versuche fur das physikalische Praktikum an der Padagogischen
Hochschule Freiburg beschéftigt sich ein Versuch mit den Unterschieden zwischen einer harmoni-
schen Schwingung und einer nicht-harmonischen Schwingung. Es soll mit diesem Versuch gezeigt
werden, dass fur grof3e Winkel ein physikalisches Pendel keine harmonische Schwingung vollzieht
und dass dieser Effekt bei |éngeren Pendeln grolier ist als bel kirzeren. In diesem Zusammenhang
werden die Grenzen einer mathematischen Modellierung mit Hilfe eines CAS veranschaulicht.

Als physikalisches Pendel wird das Huygens-Raebiger Pendel verwendet — ein Pendel das sowohl
gekoppelt als ein Pendel schwingen kann, als auch entkoppelt als sieben , kleine”, sich durch die

Lange der Stange unterscheidende, Pendel.

Im Folgenden werden der Versuch und die Modellierung der M essergebnisse vorgestellt.

1.Vorstellung der Hintergrunde

Im Rahmen einer wissenschaftlichen Hausarbeit fir
die erste Staatspriifung des Lehramts an Realschulen
wurde eine Reihe von computergestiitzten Versu-
chen fir das physikalische Praktikum entwickelt, die
sich an Studierende der Physik an der Padagogi-
schen Hochschule Freiburg richten.

Fir die entwickelten Experimente wurde das TI-
Nspire™ CAS as Werkzeug ausgewdhit. Das TI-
Nspire™ CAS bietet leistungsfahige Methoden und
Hilfsmittel, um nicht nur Messwerte aufzunehmen
und darzustellen, sondern auch mit Hilfe mathemati-
scher Werkzeuge zu bearbeiten und zu interpretie-
ren, wodurch es als interessante Mdglichkeit gese-
hen werden kann, Physik und Mathematik im physi-
kalischen Praktikum miteinander zu verbinden.

Als Sensor wurde en ,Vernier Low-g
Accelerometer” Beschleunigungssensor verwendet,
der nicht Uber den Umweg der Differentiation eines
Weg-Zeit-Zusammenhangs arbeitet, sondern direkt
die Beschleunigung misst.

Der Versuch beschéftigt sich mit den Unterschieden
zwschen einer harmonischen Schwingung und einer
nicht-harmonischen Schwingung. Die Studierenden
sollen dafir sensibilisiert werden, dass (physikali-
sche) Pendel nur fir kleine Winkel eine harmonische
Schwingung vollziehen und dieser Effekt beobachtet
und aufgezeichnet werden kann. Es kann so plausi-

bel gemacht werden, dass eine Nadherung nur in
einem bestimmten Bereich Glltigkeit besitzt, auch
wenn darlber oftmals schnell hinweg gegangen
wird. Durch die Beschaftigung mit den Grenzen
einer mathematischen Modellierung eines physikali-
schen Sachverhalts (hier: Schwingung als harmoni-
sche Schwingung) erhalten die Studierenden Ein-
blick in die Problematik der Angemessenheit eines
Modells: Fir begrenzte Situationen mag ein Modell
angemessen sein, geht man Uber diese Grenzen je-
doch hinaus, muss das Modell angepasst werden.
Uber diese Erfahrung mit dem Modellcharakter
einer naturwissenschaftlichen Theorie wird fur die
Studierenden die Basis fUr ein angemessenes Ver-
stehen der Physik dahinter gelegt (vgl. Mikelskis-
Seifert, 2004).

Das CAS wird von den Studierenden als Maoglich-
keit zu Schaffung eines Vergleichs der Messungen
mit einem Modell kennengelernt. Uber den Ver-
gleich der Messwerte mit einer Sinuskurve kann
entschieden werden, wie angemessen die Beschrei-
bung als eine harmonische Schwingung ist.

2.Physikalische Grundlagen

2.1. Das Huygens-Raebiger Pendel

Da as Materia fir die Untersuchung von nicht-
harmonischen Schwingungen das sogenannte ,, Huy-
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gens-Raebiger Pendel“ verwendet wird, wird im
Folgenden selbiges kurz vorgestdlit.

Ausgangspunkt fur das Huygens-Raebiger Pendel
war die Frage nach der Lange eines Fadenpendels,
das die gleiche Schwingungsdauer besitzt wie ein
vorgegebenes physikalisches Pendel, also die Suche
nach dem isochronen mathematischen Pendel. Chris-
tian Huygens war der erste, der im 17. Jahrhundert
eine Losung fur dieses Problem fand.

Es liegt die Vermutung nahe, dass man einfach ein
Fadenpendel benttigt, das von der Lange der Lage
des Schwerpunktes des physikalischen Pendels ent-
spricht. Man betrachtet also das Pendel vereinfacht
as einen Massenpunkt. Leider erweist sich ene
solche Vereinfachung bereits bel einem einfachen
linearen Pendel, besonders wenn es nicht an seinem
Ende, sondern irgendwo dazwischen aufgehangt ist,
as nicht praktikabel.

Christoph Raebiger (1985) hat die Bearbeitung die-
ses Problems in seinem Aufsatz ,, Sieben Pendel in
eins’ ausfuhrlich vorgestellt.

Fir die Losung des Problems muss man das Pendel
nicht nur Uber einen Massenpunkt darstellen, son-
dern in eine Vielzahl von Massenpunkten zerlegen.
Anschaulich bedeutet dies, dass man ein Pendel tiber
mehrere kleinere, sich lber die Pendelldnge unter-
scheidende, sonst baugleiche Pendd darstellt, die
gekoppelt als ein Pendel schwingen, aber auch ein-
zeln (vgl. Abb. 1).

i

Abb. 1: Huygens-Raebiger Pendel schematisch (aus:
Raebiger (1985))

Raebiger hat sich zwar ausfihrlich mit diesem , zer-
stiickelten” Pendel und seinen Mdglichkeiten zum
Versténdnis zur Physik beschéftigt, es aber nie ge-
baut. Helmut Mikelskis entwickelte auf der Grund-
lage der Ideen von Raebiger die Bauanleitung und
lieR es dann bauen. 1995 wurde ein Prototyp eines
solchen Pendels in Untersuchungen mit Studieren-
den eingesetzt (s. h. Abb. 2, Mikelskis & Seifert,
1995). Die Fragestellung, die dahinter stand, war, ob
und inwiefern Studierende das Verhalten des ,, Huy-
gens-Rabiger Pendels* voraussagen und erkléren
konnen.

Abb. 2: Huygens-Raebiger Pendel

Das Pendel ist seit 2010 in der Sammlung der Pada-
gogischen Hochschule Freiburg vorhanden und wird
auch in den fachwissenschaftlichen Veranstaltungen
eingesetzt. Die Mdglichkeit der Verwendung im
physikalischen Praktikum zur Betrachtung nicht-
harmonischer Schwingungen stellt eine Erweiterung
des Einsatzes des Pendels dar.

2.2. Har monische Schwingungen

Eine grolRe Kategorie periodischer Bewegungen sind
die harmonischen Schwingungen. Harmonische
Schwingungen sind dadurch gekennzeichnet, dass
die fur die Schwingung verantwortliche riickstellen-
de Kraft F, proportional zur Auslenkung s ist und
der Bewegungsrichtung entgegengesetzt. Also
Fr ~ —s. Somit muss fur eine harmonische Schwin-
gung zwischen s und § folgender Zusammenhang
bestehen: § ~ —s. Durch die Beschreibung

s(t) = §-sin(w-t) {1}
kann die Differentialgleichung gel 6st werden.
2.3. Physikalisches Pendel
Esist sinnvall ein physikalisches Pendel als Grund-
lage zur Beschreibung zu wéahlen, das heildt einen
schwingenden Korper, der nicht in seinem Schwer-
punkt aufgehéngt ist. Analog zum mathematischen
Pendel wird statt einer riickstellenden Kraft nun das
ruckstellende Drehmoment betrachtet (vgl. Abb. 3).
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Abb. 3: Skizze physikalisches Pendel

Das Drehmoment M ergibt sich wie folgt:

M=—-Fy-d=—-m-g-d-sina {2}
(m: Masse des Korpers, g: Erdbeschleunigung; d:
Abstand des Schwerpunkts vom Aufhéngepunkt; a:
Auslenkung aus der Ruhelage).
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Um zu zeigen, dass es sich um eine harmonische
Schwingung handelt, wird nun versucht, einen Zu-
sammenhang zwischen Auslenkung (a) und der
(Winkel)Beschleunigung (&) herzustellen. Es gilt:

M=1-a {3}
(1: Trégheitsmoment).
Somit ergibt sich folgende Gleichung:
—-m-g-d-sina=1-a {4}
Nutzt man die Taylor - Reihenentwicklung der
Sinusfunktion®, kann fir kleine Auslenkungen

(¢ < 5°) angenommen werden, dass sina = a.
Somit ergibt sich folgende Differentialgleichung
-m-g-d-a=1-a& {5}
fur die ein sinusformiger Verlauf der Auslenkung «
(und somit auch fur die Beschleunigung als zweite
Ableitung der Auslenkung) eine geeignete Losung
darstellt. Bei kleinen Auslenkungen vollzieht aso
ein physikalisches Pendel ene harmonische
Schwingung.
Betrachtet man jedoch grofere Auslenkungen, so
kann die Ndherung sina = a nicht einfach ange-
wandt werden. Die Funktion, die die Elongation
(und somit auch Geschwindigkeit und Beschleuni-
gung) beschreibt, kann somit kein Sinus sein, son-
dern nur eine dem Sinus dhnliche periodische Funk-
tion.

3.Aufbau und Durchfihrung des Versuchs

Computer

Interface

Sensor

Huygens-Raebiger Pendel

Abb. 4: Skizze des V ersuchsaufbaus

Abb. 5: Foto des Versuchsaufbaus

2n+1 1 3 5
1 sina = Z?lo=0(_1)n .a _a a a

(2n+1)! 11 3! ' sl

3.1. Zu untersuchende Hypothesen

Folgende Hypothesen sollen mit den Messungen und
der darauf folgenden Modellierung gepriift werden:

e Das Huygens-Raebiger Pendel fuhrt bel grofRRer
Auslenkung (> 20°) keine harmonische Schwin-
gung aus.

e Dieser Effekt ist bei langen Pendeln groRer als
bei kirzeren.

3.2. Durchfiihrung

Das Huygens-Raebiger Pendel ermdglicht Messun-
gen an unterschiedlichen Pendelléngen bei sonst
baugleichen Pendeln. Dieser Versuch wird mit den
drei langsten Pendeln (im Folgenden Pendel 5 — 7;
gezahlt von oben) durchgefihrt.

Fir die Messung sollen die Zeit und die Beschleuni-
gung tangential zur Bahnkurve gemessen werden.

4.Modellierung der M esser gebnisse

Fur die Modellierung der Messergebnisse 1asst man
sich aus den Messwerten Streudiagramme erstellen,
die auf ihre Ahnlichkeit mit einer Sinusfunktion
untersucht werden. Hierzu wird Uber das Streudia-
gramm einer Messung eine Funktion der Form

fx)=a -sin(%n-x—c) {6}

gelegt, in die direkt wichtige GroRen der Schwin-
gung einflieen: a ist die Amplitude der Schwin-
gung, b die Periodendauer und die ¢ Verschiebung
entlang der x-Achse.

Die Aufgabe der Studierenden ist es nun zunéchst,
geeignete Werte fur a, b und ¢ zu finden, so dass der
Sinus das Streudiagramm der einzelnen Messung
maoglichst gut darstellt. Empfehlenswert ist, die fur
jede Schwingung charakteristische Periodendauer b
anzupassen. Der Ausgangspunkt hierfir ist die grobe
Abschétzung der Periodendauer mit einer Stoppuhr
wahrend der Aufnahme der Messwerte. Um zu prii-
fen, ob ein geeigneter Wert flr b gefunden wurde,
wird mit Hilfe von ¢ die Sinusfunktion so entlang
der x-Achse verschoben, dass die Nulldurchgénge
verglichen werden koénnen. Da es sich bei jeder
Schwingung, ob harmonisch oder nicht, um einen
periodischen Vorgang handelt, sollten die Null-
durchgénge bei einer geeigneten Periodendauer alle
einigermalien Ubereinstimmen, weshab man die
»Passung” sowohl bei einigen ausgewahlten Null-
durchgangen (vgl. Abb. 6), as auch Uber die gesam-
te Messung hinweg (vgl. Abb. 7) tberprifen sollte.
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Abb. 6: Pendel 7; Ausgewahite Nulldurchgange
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Abb. 7: Pendd 7; Nulldurchgénge gesamte Messung

Als néchstes wird die Amplitude a so eingestellt,
dass sie zu den Messergebnissen passt (vgl. Abb. 8,
Abb. 9 und Abb. 10). Nachdem die Sinusfunktion
bestméglich an die Messergebnisse angepasst wur-
den, soll nun von den Studierenden analysiert wer-
den, inwiefern und warum sich die Daten der Mes-
sung vom Sinus unterscheiden. Je groRer die Ahn-
lichkeit zur Sinusfunktion ist, als desto , harmoni-
scher* kann die Schwingung angesehen werden.
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Abb. 8: Anpassung der Amplitude an Pendel 7

Beim Pendel 7 (vgl. Abb. 8) ist gut zu erkennen,
dass es sich um keine harmonische Schwingung
handelt. Die Punkte des Streudiagramms liegen im
Vergleich zu einem Sinus in der Umgebung eines
Hochpunktes enger zusammen, der Sinus ist quasi
»Zugespitzt”.

Physikalisch lasst sich diese abzulesende grofRere
Anderung der Beschleunigung (im Folgenden , Zu-

4

spitzung*) an den Umkehrpunkten der Schwingung
durch das Drehmoment erkléren. Das Drehmoment
Ubernimmt die rickstellende Wirkung fir die
Schwingung und verhalt sich wie folgt:

M=-m-g-d-sina {7}
M hangt mit der (Winkel)Beschleunigung linear
zusammen (M = 1 - &), weshalb im Folgenden stell-
vertretend fur die Anderung der Beschleunigung die
Anderung des Drehmoments betrachtet wird. Die
momentane Anderung des Drehmoments ist:

M=-m-g-d-cosa {8}
Sie ist dso vom — cos @ abhéngig, welcher im Be-
reich 0° bis 90° streng monoton steigend ist. Somit
ist die Anderung des Drehmoments bei kleinen
Winkeln kleiner as bel grofen Winkeln. Dies gilt
damit auch fur die Anderung der (Win-
kel)Beschleunigung.

Da es sich um eine Schwingung handelt, bei der es
zwischen ,rechts* und ,links* keine Unterschiede
gibt, sollten sich idealerweise die Werte ausgehend
von den Hochpunkten achsensymmetrisch verhalten.
Im oberen Beispidl ist dies nur bedingt der Fall, was
sich vermutlich durch die Uberlagerung einer zur
eigentlichen Schwingung orthogonalen Schwingung
erkléren l&sst. Durch die Léange des Pendels und die
nicht vollkommen starre Befestigung lasst sich eine
solche Schwingung aber kaum vermeiden.

Des Weiteren tragt diese Uberlagerung zur Verstér-
kung des Effekts des ,, Zuspitzens* bei.
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Abb. 9: Anpassung der Amplitude an Pendel 6

Auch beim Pendel 6 (vgl. Abb. 9) lasst sich an den
Hochpunkten eine , Zuspitzung” der Werte erken-
nen, die Uber den Sinus nicht beschrieben werden
kann. Da es sich jedoch um ein kirzeres Pendel
handelt, ist dieser Effekt erwartungsgemald nicht
mehr ganz so stark ausgeprégt wie bei Pendel 7.
Auch dies lasst sich aus den Uberlegungen zum
Zusammenhang zwischen Drehmomentsénderung
und Beschleunigungsanderung erkléren: Da M von
der Lange des Pendels (in Form vom Abstand vom
Schwerpunkt zur Aufhéngung) abhangt (s. h. Formel
{8}), ist dieser Effekt umso gréfler, je langer das
Pendel ist. Zudem fallt bei kirzeren Pendeln die
mangelnde Starrheit weniger ins Gewicht, weshalb
der Effekt der Uberlagernden Schwingung abnimmt.
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Abb. 10: Anpassung der Amplitude an Pendel 5

Erwartungsgemal ist dieser Effekt der ,, Zuspitzung*
am Pendel 5 (vgl. Abb. 10) noch weniger zu be-
obachten — man kann schon fast sagen, dass es sich
um eine harmonische Schwingung handelt.

5.Reflexion und Ausblick

Mit der Modellierung konnten die Hypothesen aus
3.1 bestétigt werden. Es wurde gezeigt, dass ein
physikalisches Pendel bei groffen Auslenkungen
keine harmonische Schwingung vollzieht und dass
dieser Effekt deutlich sichtbar von der Pendellénge
abhangt.

Der Computereinsatz ergibt fur die Studierenden
einige Vorteile. Nicht-harmonische Schwingungen
lassen sich, im Gegensatz zu harmonischen Schwin-
gungen, nicht so leicht mit relativ einfachen mathe-
matischen Mitteln beschreiben. Eine Bearbeitung
und Reflexion nicht-harmonischer Schwingungen

mit ,Papier und Bleigtift* wéare sehr aufwandig.
Durch die Auswertung mit dem CAS wird den Stu-
dierenden jedoch ein einfacher und direkter Ver-
gleich der Messwerte mit einer Sinusfunktion er-
madglicht. Die Studierenden erhalten so einen einfa-
chen qualitativen Zugang zu den Grenzen einer
mathematischen M odellierung.

Der Versuch — wie auch andere Versuche aus der
entwickelten Reihe — wurde in das physikalische
Praktikum an der Padagogischen Hochschule Frei-
burg integriert und stéf}t bei den Studierenden auf
positives Feedback.
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