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Blatt 1 | Vorbemerkungen

Diese OH-Folien entstanden parallel zum zwei-
stundigen Physikkurs fur Mathematiker des Ver-
tiefungsschwerpunktes ,Mathematik und Technik
(MuT)" im Wintersemester 2009/2010 an der
Beuth-Hochschule fur Technik Berlin, der fur Stu-
dierende des Bachelor-Studiengangs ,Applied
and Computational Mathematics® als Pflichtmodul
im 3. Studienplansemester vorgesehen ist.

In dieser seminaristischen Lehrveranstaltung wird
gemal der Lernzielbeschreibung im Modulhand-
buch ,an ausgewahlten Kapiteln ... die Denk- und
Vorgehensweise naturwissenschaftlicher Erkennt-
nisgewinnung und Modellierung exemplarisch
nachvollzogen.”

Dabei ist es wichtig, tatsachlich exemplarisch zu
arbeiten, da in einem Semester fachliche Inhalte
aus nahezu der gesamten Breite der Physik zu
behandeln sind. Auch die Inhalte dieser OH-Folien
konnten nicht vollstandig im Kurs erortert werden.
Sie dienen somit auch dazu, interessierten Stu-
dentinnen und Studenten einen weiteren Einblick
in die Spezielle Relativitatstheorie zu ermoglichen.
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Blatt 2 | Grundlagen der GA

Vorrelativistische Physik:

e Wir leben in einem dreidimensionalen Raum.

e Die Zeit wird als absolut und uberall gleich auf-
gefasst.

e Wir konstruieren eine Algebra, die als Objekte

die Grundbausteine unserer geometrischen
Welt umfasst:

- Skalare (dimensionslos)

- Vektoren (eindimensional)

- Orientierte Flachen, Bivektoren,
Pseudovektoren (zweidimensional)

- Orientierte Volumen, Trivektoren,
Pseudoskalare (dreidimensional)

e Diese Algebra wird Geometrische Algebra (GA)
bzw. Pauli-Algebra genannt.

o, .... raumlicher Basisvektor in x-Richtung
oy, .... raumlicher Basisvektor in y-Richtung
o, .... raumlicher Basisvektor in z-Richtung

0 Normierung:
y 2 22221
Gy =0y =0; =
> X
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Blatt 3 | Basisflachen in der GA

Positiv orientierte Einheitsflache in der xy-Ebene:

e I\ GXGy

D Oy LZuerst ein Schritt in x-

Richtung, dann ein Schritt
in y-Richtung.”

\ 4

Ox

Negativ orientierte Einheitsflache in der xy-Ebene:

Ox Oy Oy
N >
Umgekehrte Orientierung:
(9] s . L :
y i) ,<Zuerst ein Schritt in y-Richtung,
| dann ein Schritt in x-Richtung.”

Anti-Kommutativitat:

GyOy = — OyOy
GyGZ - — GZGy
G0y = — 04Oy

Die Multiplikation ist assoziativ.
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Blatt 4 | Vektoren in der GA

e Linearkombinationen der Basisvektoren stellen
in der Geometrischen Algebra Vektoren dar.

e Die Koeffizienten x, y, z dieser Basisvektoren
sind die Koordinaten von Ortsvektoren.

e Siesindreell: x,y,zeR

e Zur Unterscheidung zwischen den Vektoren r der
ublichen Vektoralgebra und den Pauli-Vektoren
der Geometrischen Algebra werden die Pauli-
Vektoren r einfach unterstrichen:

[ = Xox tyo, + Zo,

> X
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Blatt 5 | Lange eines Pauli-Vektors

e L ange (Betrag) eines Pauli-Vektors:
r=lel=Vr?
_ \/(XGX +Yo, +20, )

_ \/(XGX +Yo, +20, )(Xo, + Yo, +20,)

2__2 2__2 2__2
- \/x G, +XYo,0, +XZ6,G, +YXo,0, +Y°0,” +YZ6, 5, +2X0,0, +2Yo,0, +Z°C,
1 —00x —Ox0y 4 ~ 0,0,

2 2 2
= \/ X" +Xyo,0, —2X0,0, —Xyo,6, +Y° +YZ6,6, +2X0,0, —YZ6,6, +Z

— \/x2+y2+z2

— Satz des Pythagoras
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Blatt 6 | Flachen in der GA

e Flachen lassen sich addieren!

y4
A

> X

—_—— e ——— - -,

> X

A = Xyo,o, + yzo,c,
= XYO4Gy — ZYO,0,
= (XGX _ ZGz)yGy
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Blatt 7 | Volumina in der GA

Positiv orientiertes Einheitsvolumen |:

\ | = OxOy0;

Q
N

Gy L.
= > X

Zyklische Vertauschung ergibt:

| = OxOy0; = Gy0,0y = G,040y

1= 0400y = 0,0,0y = Gy0,0y

Pauli-Algebra:

Dualitat von Vektoren «— Bivektoren:

oy, ~ | Gy = Ox0y0,0x = GyO;,

Gy ~ | Gy = G4Gy0,0y = G,Oy

c, ~ | G, = 040yG,0; = GOy
Orientierte Strecken und orientierte Flachen sind
dual zueinander.
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Blatt 8 | Imaginare Grolien

e Quadrat des Einheitsvolumens:
2 2
| = (oxoy0;)

= 040y0; Gx0y0;

_ 2 _2_2
= — 0y 0y 0,

=—1
e Quadrate der Einheitsflachen:

2
(oxoy) = o4Oy OOy

_ 2 _2
= — Oy Oy

=—1 > Quaternionen

(GxGy)(_Gsz) = (GZGX)
(_Gyoz)(Gsz) = (Gxoy)

(GZGX)Z =-1 ) (o,04)(040y) = (—0,0,)

ebenso: (GyGZ)2 =—1

e Der Raum, in dem wir leben, hat eine kom-
plexe Struktur!

e Die Objekte dieses Raums werden Multivek-
toren genannt:

M=a+bo, *+ co, +do,
+ eoyo, + fo 6, + go,04 + ho,o,0,
e Koeffizienten sind reell: a,b,c,d,e,f,g,h e R

Pauli-Algebra und Dirac-Algebra (OH-Folien) 11
© M. Horn 2010 / www.grassmann-algebra.de




Blatt 9a | Orthogonalitat in der GA

e /wei Pauli-Vektoren a und b
ad = axoy T ayOy + a;o,
b = byoy + byo, + b;c,
stehen senkrecht aufeinander, wenn gilt:
<ab>,=0
bzw.: <ab>,=ab

e Das Geometrische Produkt zweier orthogonaler
Pauli-Vektoren ist ein reiner Bivektor.

Blatt 9b | Reflexionen in der GA

e Einheitsvektor n:
N = nyoy ¥ Nnyoy + NzG,

e Eine Reflexion des Ortsvektors r an der auf n
senkrecht stehenden Flache ergibt den reflek-

tierten Ortsvektor r’:
r=-nrn
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Blatt 10 | Beispiel einer Reflexion

e Ortsvektoren: ra =50,
rs = 4o, + o,

e Reflexionsvektor: n = 7 (o4 + o)

e Reflektierte Ortsvektoren:

: 1 1
A =-"75 (Gx+c5y)5c5x$(c5x+c5y)=—5csy

, 1
s =_ﬁ (Gx+6y) (46x+0y)T(6x CTy)
=—ox—4o,
y
n B

Reflexionsebene

Pauli-Algebra und Dirac-Algebra (OH-Folien)
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Blatt 11 | Rotationen in der GA

e Zwei hintereinander ausgefuhrte Reflexionen
ergeben eine Rotation.
e Zweiter Einheitsvektor m:

m = mxoc, + myc, + M;G,

e Eine zweite Reflexion des bereits einmal reflek-
tierten Ortsvektors r’ an der auf m senkrecht
stehenden Flache ergibt den gedrehten Orts-
vektor rot:

Iot=—Mrm
=—m(-nrn)m
=mnrnm

—— =

[rot= B L’ BN

e Das Produkt der beiden Einheitsvektoren n und
m wird als Rotor R bezeichnet:

~/

R=mn und R =nm

e Eine Tilde zeigt eine Reihenfolgenumkehr an.

e Die Rotation wird in der durch n und m aufge-
spannnten Ebene durchgefuhrt.

e Der Rotationswinkel ist dabei doppelt so grof3
wie der von n und m eingeschlossene Winkel.
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Blatt 12 | Beispiel einer Rotation

e Ortsvektoren: ra =50, A =—90,
rs=4c,+0, | Ig =—o,—4o0,

o Zweiter Reflexionsvektor: m =g,

e Reflektierte Ortsvektoren:

TArot = — Oy (_ 5Gy) Oy = 5Gy
IBiot = — Oy (—ox —40y) 0y =— 0y + 40,
N
Y
n B

A

B
’0
0
0
.0
’0
0
0
.0
’0
0
0
0

2. Reflexions-
ebene

! 1. Reflexionsebene
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Blatt 13 | Grundlagen der STA |

Relativistische Physik:

e Wir leben in einer vierdimensionalen Raumzeit
mit drei Raum- und einer Zeitdimension.
e Die Zeit ist relativ und beobachterabhangig:

Raum kann in Zeit und Zeit kann
In Raum umgewandelt werden.

e Wir konstruieren eine Algebra, die als Objekte
die geometrischen Grundbausteine unserer
vierdimensionalen Welt umfasst:

- Skalare (dimensionslos)

- Vektoren (eindimensional)

- Orientierte Flachen, Bivektoren,
Pseudobivektoren (zweidimensional)

- Orientierte Volumen, Trivektoren,
Pseudovektoren (dreidimensional)

- Orientierte Hypervolumen, Quadrovektoren,
Pseudoskalare (vierdimensional)

e Diese Algebra wird Raumzeit-Algebra
(engl. Spacetime Algebra, STA)
bzw. Dirac-Algebra genannt.
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Blatt 14 | Geometrisierung der Zeit

e Damit die Transformation von zwischen Raum
und Zeit mathematisch ubersichtlicher darge-
stellt werden kann, ist es sinnvoll, raumliche
Entfernungen (Strecken) und zeitliche Ent-
fernungen (Zeitdauern) mit einem gleichen
Maldstab, d. h. insbesondere gleichartiger Ein-
heit, zu messen.

Deshalb werden Zeitmessungen auf Langen-
messungen zuruckgefuhrt:

Lange des Weges, den

Zeit, die einVor- - | icht wahrend die-

gang dauert ser Zeit zurucklegt.
t ct

1s 1 Ls = 1 Lichtsekunde ~ 300 000 km
1d 1Ld= 1lLichttag ~2,6-10"m
1y 1Lj = 1 Lichtjahr ~9,5-10"m

Diese Umrechnung ist insbesondere deshalb
unproblematisch, da die Erfahrung zeigt:

Licht hat in allen Inertialsystemen
die gleiche Geschwindigkeit.
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Blatt 15 | Grundlagen der STA ||

Y: -... Zeitlicher Basisvektor

Y« --.. Faumlicher Basisvektor in x-Richtung
Yy -... Faumlicher Basisvektor in y-Richtung
Y, .... raumlicher Basisvektor in z-Richtung

Licht legt wahrend der Zeitspanne ct die Strecke
X zuruck:

ct
A Weltlinie
Im geometrisierten von Licht
Koordinatensystem
entspricht dies den
Winkelhalbierenden. > %
| Ct| = |x| Betrage (keine Vektoren!)

= (ct) = X°
— +(ct)’=x*= 0  Raum-Zeit-Intervall nach

\ /‘ Minkowski

Diese Vorzeichen finden sich in den Basisvek-
toren wieder.

Normierung:

Pauli-Algebra und Dirac-Algebra (OH-Folien) 18
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Blatt 16 | Basisflachen in der STA

Positiv orientierte Einheitsflache in der xt-Ebene:

..........................

1 Yx Yt

O Yt JZuerst ein Schritt in x-

Richtung, dann ein Schritt
in die ct-Richtung.”

\ 4

6%
Negativ orientierte Einheitsflache in der xt-Ebene:
x - Yt¥x
N ’
Umgekehrte Orientierung:
Tt i) ,Zuerst ein Schritt in ct-Richtung,
| dann ein Schritt in x-Richtung.”

Anti-Kommutativitat:
nyy == Yny YxYt = — YiY¥x

'Yy'Yz - = YzYy Yth - - 'Yt'Yy
YZ¥x = — ¥xYz YYt = — YiYz

Auch in der Raumzeit-Algebra (STA) ist die
Multiplikation assoziativ.
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Blatt 17 | Vektoren in der STA

e Linearkombinationen der Basisvektoren stellen
In der Raumzeit-Algebra Vektoren dar.

e Die Koeffizienten ct, x, y, z dieser Basisvektoren
sind die Koordinaten von Ortsvektoren.

e Siesindreell: ct,x,y,zeR

e Zur Unterscheidung zwischen den Vektoren r der
ublichen Vektoralgebra, den Pauli-Vektoren r der
Geometrischen Algebra und den Dirac-Vektoren
der Raumzeit-Algebra werden die Dirac-Vekto-
ren r doppelt unterstrichen:

[= Cth t XYx + yYy + ZY,

e Die graphische Darstellung allerdings bereitet
Probleme :

r
1
1
1
1
_———b - -

N
=2
N

1
N
1

1

1
Lol
1

1

1

1

\

Ct’Yt
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Blatt 18 | Lange eines Dirac-Vektors

e Lange (Betrag) eines Dirac-Vektors fiir zeitartige Abstande (r* > 0):
= lel= 1’
- \/ (Cty, +xy, +yy, +2, )’
— \/ (Cty, +Xxy, +Yy, +2y,)(Cly, + Xy, +Yy, +2v,)
= ((Ct)2 Ytz + CtXYtyx +CtyytYy + CtzytYZ + XCthYt + X2Yx2 T XyYny + Xzyxyz

1/2
/ FYCY, Y, + VXYY + Y21, + Y2V, Y, + 2Ot Y+ 2XYY, + 2YYLY, + 27,
T —— —— T
N — — YyYz
1 _1 1
_ P -y -7

= Relativistischer Pythagoras

Pauli-Algebra und Dirac-Algebra (OH-Folien) 21
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Blatt 19 | Raum-Zeit-Intervall

e Um Vorzeichenprobleme bei raumartigen Ab-

standen (r* < 0) zu vermeiden, arbeitet man
generell mit dem Raum-Zeit-Intervall:

= |
2
(dw+xw+yw+2h)
= (ctf’ = x* —y* - 2°

=<
Ilﬁ

e Zweli Ereignisse, die durch raumartige Abstan-
de (r* < 0) voneinander getrennt sind, liegen
innerhalb des Lichtkegels. Sie sind kausal mit-
einander verknupfbar.

e Zwei Ereignisse, die durch lichtartige Abstan-
de (r* = 0) voneinander getrennt sind, liegen
auf dem Lichtkegel. Von dem zeitlich friheren
Ereignis ausgesandte Photonen erreichten das
zeitlich spatere Ereignis.

e Zwei Ereignisse, die durch zeitartige Abstan-
de (r* > 0) voneinander getrennt sind, liegen
aullerhalb des Lichtkegels. Sie sind nicht kau-
sal miteinander verknupfbar.
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Blatt 20 | Allgemeine Definition des Raum-Zeit-Intervalls

e Auf Folie 18 ist der Spezialfall eines Raum-Zeit-Intervalls dargestellt, da
lediglich das Quadrat des Abstands eines Raumzeit-Punktes vom Ur-
sprung des Koordinatensystems betrachtet wurde.

e Im allgemeinen Fall wird das Raum-Zeit-Intervall jedoch als Quadrat des
raumzeitlichen Abstands zweier Punkte P4 und P, aufgefasst:

Ar® = (rp — £1)2
= [Ctaye + Xavy + Ya¥y + Zo¥, — (Ctiye + Xy, + Yy, + 27,)]°
= [(cty - Ct12)Yt + (X2 — X; )Yk + (Y2 — %/1)'Yy + (22 - 2)7,)]°
= (cto —cty) — (X2 —Xq)" = (Y2 — Y1) — (22— 24)
= (Act)? = (AX)® = (Ay)* — (AZ)* = Act®— Ax* = Ay°— Az
e Zum Vergleich: Allgemeine Definition eines raumlichen Abstands:
AP = (- 11)° = [(%2 — X1)oy + (Y2 — y1)o, + (Z2 — 21)6,)]’
= (AX)* + (AY)® + (AZ)® = AX° + Ay* + Az”

Pauli-Algebra und Dirac-Algebra (OH-Folien) 24
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Blatt 21 | Hypervolumen in der der STA

e Positiv orientiertes Einheits-Hypervolumen |:

| = vevavyy: = YevyYare = Yevayay
= YWYz = VY = YTy
= YYYy = VyYedz = Y2V Y
= VYT = YyYxY2Ye = Y

 Negativ orientiertes Einheits-Hypervolumen —I:

_ I = YthYsz = YthYzYx = YzYthYy
= Ty¥xYt¥z = Y2¥VyYi¥x = VxYz1tYy
= YVxY2Yy = Yi¥y¥x¥z = Yi¥2Vy¥x
= YZVxYyYt = VxYyY2Vt = YyYz¥xYt

Dirac-Algebra:
Dualitat von Vektoren «— Trivektoren:

v ~—  Ive=yrarm = - vy
o~ Iy = vy = — vy,
v vy = veranrary = — v
. ~  Ive=vayry. = — vy

Orientierte Strecken und orientierte Volumina
sind dual zueinander.
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Blatt 22 | Imaginare Grof3en in der STA

e Quadrat des vierdimensionalen Einheits-
Hypervolumens:

2 2
1" = (vrevyv2)

= TeYxYyYz2 Ye¥xYyYz

=+ 121,

=—1
e Quadrate dreidimensionaler Einheitsvolumina:
(rerery)” = (revyr2)” = (rvan)” = — 1
(raryr) = 1

e Quadrate zweidimensionaler Einheitsflachen:
2 2 2
(vivx) = (reyy) = (iy2) = 1
2 2 2
(YXYy) = (viz) = ('YZ'YX) =—1

e Der Raum, in dem wir leben, enthalt eine kom-
plexe Struktur.
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Blatt 23 | Multivektoren in der STA

e Die geometrischen Objekte der vierdimensi-
onalen Raumzeit, in der wir leben, werden
Multivektoren genannt.

e Multivektoren sind Linearkombinationen des
Skalars der Lange eins, der vier Basisvektoren,
der sechs Einheitsflachen (Basisbivektoren),
der vier Einheitsvolumina (Basistrivektoren) und
des Einheits-Hypervolumens.

M =a+t b1Yt t bZYx t b3Yy t b4'Yz
+t C1YeYx t CZYtYy * C3YtY-
+ C4Yny t C5Ysz + CeY,Yx
+dayvereyy + d2veyyy, + davivzyy + davayyy,
* eYYxYyYz

e Alle Koeffizienten sind reell: a,b;,ci,di,e € R

e Die vierdimensionale Raumzeit wird somit
durch insgesamt
2* =16
Elemente aufgespannt, wahrend der dreidi-
mensionale Raum nur durch

2°=18
Elemente aufgespannt wird.
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Blatt 24

Weltlinien

e Gegeben sei das Koordinatensystem eines ru-
henden Beobachters.
e Die Weltlinie des ruhenden Beobachters in sei-
nem eigenen Koordinatensystem entspricht der
zeitlichen ct-Achse, da er sich immer am Ort
X =y =z =0 befindet.

ct
N\
Weltlinie der o
o Rakete, die Weltlinie
Weltlinie des vom Beob- P2 von Licht
Beobachters |  ,chter zum
Stern fliegt
Weltlinie
des Sterns
> X

Pauli-Algebra und Dirac-Algebra (OH-Folien)
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Blatt 25 | Geschwindigkeiten

e Die Weltlinie eines relativ zum Beobachter ru-
henden Korpers (beispielsweise ein entfernter
Stern) ist eine Parallele zur Zeitachse des Be-
obachter-Koordinatensystems, da ein ruhender
Korper relativ zum Beobachter immer einen kon-
stanten Abstand (X, y, z = const) hat.

e Die Weltlinie eines relativ zum Beobachter mit
einer konstanten Geschwindigkeit bewegten
Korpers (beispielsweise einer schnell fliegenden
Rakete) ist eine Gerade.

e |nre Geschwindigkeit berechnet sich mit Hilfe
des Steigungsdreiecks zu:

AX X, — X4

TEE O Act ct, —ct,

e Die Weltlinie eines Photons, das sich in x-Rich-
tung bewegt, ist die Diagonale der ct-x-Flache.
Die Weltlinien von Licht liegen auf dem Licht-
kegel, der die Gesamtheit aller Diagonalen bil-

det.
_ AX  X,—-x, _ct,—-ct,
Viient = 7ot © T o, —ot, ©  ct,-ct, ° ©
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Blatt 26 | Invarianz des Raum-Zeit-Intervalls

¢ Im dreidimensionalen Raum ist der raumliche
Abstand (bezuglich Translationen und Rotati-
onen) invariant:

Ar® = AX® + Ay® + AZ° = const

¢ |[n der vierdimensionalen Raumzeit ist der
raumzeitliche Abstand (bezuglich Translati-
onen und Rotationen) invariant:

Ar® = Act’ — AX® — Ay® — AZ® = const

e Die Invarianz des Raum-Zeit-Intervalls bildet
die axiomatische Grundlage der Speziellen
Relativitatstheorie.

e \VVoraussetzung fur deren Gultigkeit ist die Ho-
mogenitat von Raum und Zeit, die Isotropie
des Raumes und die Konstanz der Lichtge-
schwindigkeit.

e Dabei betrachtet man nur unbeschleunigte Ko-
ordinatensysteme, die sich mit einer konstanten
Relativgeschwindigkeit zueinander bewegen.

e Solche unbeschleunigten Koordinatensysteme
werden Inertialsysteme genannt.
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Blatt 27 | Die Zeitdilatation |

e Aus der Invarianz des Raum-Zeit-Intervalls
folgt direkt die Zeitdilatation.

e Bewegt sich ein Objekt im Inertialsystem eines
Beobachters (ungestrichenes Koordinatensys-
tem) mit einer konstanten Geschwindigkeit in
x-Richtung vom Ursprung zum Punkt cty;+ xy,,
so hat das Objekt im eigenen Inertialsystem
(gestrichenes Koordinatensystem) immer die
gleiche Ortskoordinate x’ = 0.

= AP = Ar?
) J ) J 2
(ctyc+xy,)" = (cty +X) .
(Ct)z Yt2 + X2Yx2 = (C’[’)2 Yt’2 gﬁq@'se%héiulir'
2 2 2
(ct)"—=x" = (ct)
X2
t2 (1_021:2) = t’z da v=?
2
\ |
t 1—C—2 = {1

e \Wahrend des Flugs der Rakete vom Ursprung
ry = 0y:+0y, zum Punkt r, = cty,+ Xy, vergeht
fur die Raketenbesatzung eine kurzere Zeit als
far die zurlckbleibenden Beobachter.
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Blatt 28 | Die Zeitdilatation I

e Aus der Invarianz des Raum-Zeit-Intervalls
folgt direkt die Zeitdilatation.

¢ [m allgemeinen Fall bewegt sich ein Objekt
Im ungestrichenen Inertialsystem

vom Punkt r1 = ctyy + Xy, + Y1y, + 217,
zum Punkt r> = ctoyr+Xxoy, + Yoy, + 22y, .

= Af = //\2

(Actyc+ Axy, +Ayy, + Azy,)” = (Acty + AXy, +AY'y, +AZ'y,)

Act’—AX°—Ay°—Az° = Act’?

AX® + Ay? + AZ°
Atz 1-— 2y2 = At’z da v:i—f
C At
JAXE + AY? 4 AZ2
V2 - At
At 1_C_2 = At

e \Wahrend des Flugs der Rakete vom Punkt r;
zum Punkt r, vergeht fur die Raketenbesatzung
eine kurzere Zeit als fur die zuruckbleibenden
Beobachter.
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Blatt 29 | Die Langenkontraktion

e \Wahrend des Flugs der Rakete vom Ursprung
ry = 0y;+0y, zum Punkt r, = cty;+xy, bewegt

sich die Rakete aus Sicht der zurUckaeibgnden
X

Beobachter mit der Geschwindigkeit v = R

e Umgekehrt entfernen sich im Inertialsystem der
Rakete die zuruckbleibenden Beobachter mit
der gleichen Geschwindigkeit v’ = i_)t(' in ent-
gegengesetzter Richtung.

e Die Betrage der Relativgeschwindigkeiten sind
gleich grof3: v =V’

= Da die Raketenbesatzung bei gleicher Ge-
schwindigkeit eine kurzere Zeit misst, muss
sie auch einen kurzeren Weg messen!

2 2
AX =V At =vAt1/‘I—V—2 =Ax,/1—v—2
C C

e \Wahrend des Flugs der Rakete vom Ursprung
ri = 0yt+0y, zum Punkt r, = cty;+Xxy, misst die
Raketenbesatzung eine kurzere Wegstrecke AX’

als die zuruckbleibenden Beobachter, die die
AX'
langere Wegstrecke messen.
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Blatt 30 | Relativitat |

e \Wahrend des Flugs der Rakete im Inertialsys-
tem der zuruckbleibenden Beobachter vom
Ursprung ri = Oy;+ 0y, zum Punkt ro = cty;+ Xy,
vergeht fur die Raketenbesatzung weniger Zeit
als fur die zuruckbleibenden Beobachter in ihrem
Inertialsystem, die sich in ihrem Inertialsystem
zum Punkt r3 = cty;+ 0y, bewegen.

e Der gleiche Flug wird von der Raketenbesatzung
In ihrem eigenen Inertialsystem als Flug vom Ur-
sprung r’1 = 0y +0y,” zum Punkt r’» = ct'y; + 0y,
wahrgenommen, wobei sich die zuruckbleiben-
den Beobachter wahrenddessen im Inertialsys-
tem der Raketenbesatzung vom Ursprung
r'y =0yy +0y,” zum Punkt '3 = ct'yy —x'y,’ be-
wegen. Dabei vergeht fur die zurtckbleibenden
Beobachter weniger Zeit als fur die Raketenbe-
satzung, denn es gilt'

= Ar?
(cty: + Oy, )’

(ct)’
t

Ilﬁ

= A’

2
Yt +XYx)

(ct
(ct)’ = x*
t

V2

1C2
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Blatt 31 | Relativitat ||

¢ Die Bewegungsablaufe sind somit in beiden In-
ertialsystemen gleichermalien relativ. Es ver-
geht jeweils fur die bewegten Objekte weniger
Zeit als fur runende Objekte.

Im Inertialsystem der Raketenbesatzung
vergeht fur die zurtckbleibenden Beob-
achter wahrend des Fluges der Rakete
weniger Zeit, da sich die zuruckbleibenden
Beobachter im Inertialsystem der Raketen-
besatzung bewegen.

Im Inertialsystem der zuruckbleibenden Be-
obachter vergeht fur die Raketenbesatzung
wahrend des Fluges der Rakete

(also wahrend des gleichen Vorgangs!)
weniger Zeit, da sich die Raketenbesatzung
Im Inertialsystem der zuruckbleibenden
Beobachter bewegt.

¢ Dies ist kein Widerspruch. Alle Zeitangaben
werden auch so gemessen. Grund fur dieses
scheinbare Paradoxon ist, dass die beiden
Punkte r; und r's nicht ubereinstimmen.
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Blatt 32

Gleichzeitigkeit |

e Im Inertialsystem der zurtckbleibenden Beob-
achter sind alle Ereignisse, die auf Parallelen
zur x-Achse liegen, gleichzeitig.

e Im Inertialsystem der zuruckbleibenden Beob-
achter finden also die beiden Ereignisse an den

Punkten P, und P; gleichzeitig statt.

ct
N
P3 P2=P,

I I dx ............................................................ We|t||n|e
Weltlinie des o von Licht
Beobachters Weltlinie der

Rakete, die

vom Beob-

achter/ zum
Weltlinie
des Sterns
P1=P1
> X
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Blatt 33 | Gleichzeitigkeit ||

e Im Inertialsystem der Raketenbesatzung finden
die beiden Ereignisse an den Punkten P, =P,

und P35’ gleichzeitig statt.
ct’
ct
A
Ps P,=P, |/

N ) Weltlinie
Weltliniedes | von Licht
Beobachters | .~

P3"x """" ’
““““““ Weltlinie X
' der Ra-
Weltlinie
des Sterns
P1
> X

e Die raumliche Koordinatenachse x’ des Inertial-
systems der Rakete ist zur Weltlinie von Licht
hin gekippt.

Pauli-Algebra und Dirac-A
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Blatt 34 | Gleichzeitigkeit ||

e Zweidimensionale Formulierung:
(Eine raumliche und eine zeitliche Koordinatenachse)

Im jedem Inertialsystem sind alle Ereignisse,
die auf Parallelen zur raumlichen Achse liegen,
gleichzeitig.

e Dreidimensionale Formulierung:
(Zwei raumliche und eine zeitliche Koordinatenachse)

Im jedem Inertialsystem sind alle Ereignisse,
die auf einer parallel zu der von den beiden
raumlichen Achsen aufgespannten Ebene lie-
gen, gleichzeitig.

¢ Allgemeine Formulierung im vierdimensionalen
Fall:

(Drei raumliche und eine zeitliche Koordinatenachse)
Im jedem Inertialsystem sind alle Ereignisse,

die in einem parallel zu dem von den drei raum-
lichen Achsen aufgespanntem Raum liegen,
gleichzeitig.

e FUr die Koordinatenachsen qilt:

x=y=z=0 = ct-Achse
t=0Oundy=z=0 = x-Achse
t=0undz=x=0 = y-Achse
t=0Ound x=y=0 = z-Achse
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Blatt 35 | Orthogonalitat in der STA

e Zwel Dirac-Vektoren a und b

a=3apY: t aqy, + axyy + asy;
b = byy; + byyy + byyy + bsy,

stehen senkrecht aufeinander, wenn qilt:
<ab>,=0
bzw.: <ab>,=ab

e Das Geometrische Produkt zweier orthogonaler
Dirac-Vektoren ist ein reiner Bivektor.

e Achtung: In einer graphischen Darstellung er-
scheinen orthogonale Dirac-Vektoren symme-
trisch zur Weltlinie von Licht gekippt.

e Beispiel: Welche der folgenden Dirac-Vektoren
a = aoY: T a1V«

= aq1Yy T Aoy

= —aqY + AoYx

stehen senkrecht aufeinander?

I

(@]
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Blatt 36 | Beispiel orthogonaler Vektoren |
ct
A Weltlinie
von Licht
> X

e Rechnerische Uberpriifung der Orthogonalitét:

ac = (apy: + a1vy) (—aqy: + agyy)
_ 2 2 2 2
=—3apad1Y; *3Ap Ti¥x — a1 YxY: T 213pYx
_ 2 2
=—3pa1 t 3g Yi¥x T A1 Ti¥x — A1

=—28pa, + (802 t 312) Yt¥x

—

bzw.:

<

I
(@)

>0=_2aoa1 # O

<ac>, =(ap” +a’) 1y, # ac

e Die Dirac-Vektoren a und c stehen nicht senk-
recht aufeinander!
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Blatt 37 | Beispiel orthogonaler Vektoren ||

e Fortsetzung der rechnerischen Uberpriifung der
Orthogonalitat:

ab = (agy: + a17y) (@1y: + AgYy)
= @081y, + 89 Ye¥x + A1 Yy Yo + 180Ty
= a8y + A YiYx — 81 YiYx — @180
= (302 - 312) Tt¥x

= <ab>;=0
bzw.:  <ab>, =(a,’—as) 1y« = ab

e Das Geometrische Produkt der beiden Dirac-
Vektoren a und b ist ein reiner Bivektor!
Der skalare Anteil dieses Produktes ist Null.

e Obwonhl in der Zeichnung der rote Dirac-Vektor
a und der grune Dirac-Vektor c den Anschein
vermitteln, orthogonal zueinander zu stehen,
zeigt die rechnerische UberprUfung, dass der
rote Dirac-Vektor a und der blaue Dirac-Vektor
b senkrecht aufeinander stehen.
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Blatt 38 | Basisvektoren in der STA

¢ Vier orthogonal zueinander stehende Dirac-
Einheitsvektoren konnen eine Basis der Raum-
zeit bilden.

e Ublicherweise wahlt man dafiir einen zeitartigen
und drei raumartige Dirac-Einheitsvektoren.

Drei unterschiedliche Basen der Raumzeit sind
im folgenden Diagramm farblich unterschiedlich
markiert.

ct’ Weltlinie
von Licht

Einheits-

hyperbel N
A

Yt

e Punkte gleicher Entfernung vom Ursprung (hier:
Einheitsradius mit r = 1) liegen nicht auf einem
Kreis, sondern auf einer Hyperbel.
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Blatt 39 | Normierung der Basisvektoren

e Da sich das gestrichene Inertialsystem in Be-
zug auf das ungestrichenen Inertialsystem mit
der Relativgeschwindigkeit v bewegt, lauten die
Koordinaten beliebiger Dirac-Vektoren, die pa-
rallel zu den gestrichenen Basisvektoren liegen:

'y = cty, + vty,
L’x = Vth + CtYX

e Betrage dieser Richtungsvektoren:

2

ri=|r] = Jetp -ty =ct 1-!—2

e Aufgrund der Normierung zu y/*=1 und y,’* = —1
erhalt man die Basisvektoren, indem man die
Richtungsvektoren durch ihre Lange dividiert:

Yt+vyx VYt"'Vx

, c , _ C
A L A
C2 CZ

e Diese Normierung wird auch hyperbolische
Normierung genannt.
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Blatt 40 | Ereignisse in der Raumzeit

e Unsere Welt wird geometrisch durch die vier-
dimensionale Raumzeit determiniert. Diese
Raumzeit ist die Buhne, auf der sich (im Rah-
men der Speziellen Relativitatstheorie) alles
abspielt.

e Physikalisch wird unsere Welt durch Ereignis-
se determiniert (z.B.: Ein Elementarteilchen
zerfallt; ein Photon wird absorbiert; eine Super-
nova leuchtet auf; etc...). Diese Ereignisse sind
absolut und (sobald sie einmal passiert sind)
unabanderlich.

e Relativ ist jedoch unser Blick auf diese Ereig-
nisse. Wir konnen sie in unterschiedlichen Ko-
ordinatensystemen beschreiben:

ct , Weltlinie
A ct von Licht

Zeitkoordinate im
ungestrichenen
Inertialsystem

.
o
. *
o R
o
.

Zeitkoordinate im
gestrichenen

Inertialsystem X-Koordinate

Im gestrichenen
Inertialsystem

¢ > X

x-Koordinate im ungestrichenen
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Blatt 41 | Koordinatentransformationen in der STA

e Das Ereignis E hat den Dirac-Ortsvektor r im
ungestrichenen Inertialsystem und den Dirac-
Ortsvektor r’ im gestrichenen Inertialsystem.

e Da die Inertialsysteme so gewahlt wurden, dass
ihr Ursprung zusammenfallt, sind diese Dirac-
Ortsvektoren identisch: r=1r

e Damit lasst sich die Transformation zwischen
den beiden Inertialsystemen ermitteln. Sie wird
Lorentz-Transformation genannt.

e Man unterscheidet aktive und passive Trans-
formationen.

e Bei einer aktiven Transformation wird ein Er-
eignis innerhalb eines einzigen Koordinaten-
systems von einer Ausgangsposition auf eine
Endposition transformiert.

e Bei einer passiven Transformation wird dage-
gen das Koordinatensystem transformiert.

e Die Herleitung auf der folgenden Folie ist somit
eine passive Transformation. In den spater fol-
genden Folien wird dann die aktive Transforma-
tion (in Form einer Rotation) behandelt.
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Blatt 42 |Herleitung der Lorentz-Transformation

e Dirac-Ortsvektor des Ereignisses E im gestri-
chenen Inertialsystem:

£ oty + X,

Yt+ yX 7'Yt+’Yx
= ct \/7 \/7
'V
_ ct+ X'+ vt
\F F
Ct X

e Der Vergleich mit dem Dirac-Ortsvektor des Er-
eignisses E im ungestrichenen Inertialsystem

r =cty, + xvyy
fuhrt auf die Lorentz-Transformation:

xX'v
t'+

_ C
t = = X = =
NE 1V
c? c?
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Blatt 43 | Reflexionen in der STA

e Einheitsvektor n:

n= nth + anx + ny'Yy t nz'Yz

e Eine Reflexion des Dirac-Vektors r am auf n
senkrecht stehenden Volumen ergibt den re-
flektierten Dirac-Vektor r’:

rn bei zeltartlgen Einheits-
vektoren mit n = 1

r

||
||:

r=+nrn bei raumartlgen Einheits-
vektoren mit n =—1
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Blatt 44 |Beispiel einer raumlichen Reflexion |

e Dirac-Ortsvektoren: ry = 5y, + 47,

1
o Reflexionsvektor: n= —= (3y, + 1y,)
(n®*=-1 = raumartig)

o Reflektierte Dirac-Ortsvektoren:

ra’ = \/_ 31y *+72) Ovy +472) \/_(B'Yy *72)

1
=15 19+ Tyyy,) Byy +72)
1
=10 =64y, +2v,) =-64y,+0,2y,

, 1 1
I = ﬁ (3Yy + YZ) (4Yy t 4Yz) TO(3Yy + YZ)

1
=10 =16+ 8v7,) Gy +712)
1
=1 (- 956y, +8y;) = -5,6y,+ 0.8y,

o Probe: (5y, + 4y,)° = (- 6,4y, + 0,2y,)° = — 41
(4y, + 4v,)° = (- 5,67, + 0,8y,)° = — 32
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Blatt 45 |Beispiel einer raumlichen Reflexion ||

A =9y, + 4y,

r'a=-64y, +0,2y,

rs =4y, + 4y,

I's =—9,6y, + 0,8y,

1
n= W(BYy + YZ)
y
N

.................. n
................. > Z
1.Reflexionsebene
B!
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Blatt 46 | Beispiel einer raumzeitlichen Reflexion |

e Dirac-Ortsvektoren: ra = 5y, + 4v,

e Reflexionsvektor: n= —= (3y,+ 1y,)

(n°=+1 = zeitartig)

e Reflektierte Dirac-Ortsvektoren:

, 1 1
I = =75 Bre+7) Or +471) FBv+ v
1
== g T+ 77,0 Gy + 7

. %(_ 26y, + 10y,) = — 3,25y, + 1,25y,

, 1 1
8 =—"75 By + vx) (4 + 4yy) ﬁ(3vt + 9y)

1
— 5 8+ 811 B+ 1)

S (- 16y, +16y,) = — 2y, + 2y,
e Probe: (57, + 47,)° = (—3,25y, + 1,25y,)° = 9
(4y + 47,)° = (27, + 2y,)° = 0
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Blatt 47 |Beispiel einer raumzeitlichen Reflexion Il

ra =9y + 4y,

IB = 4Yt + 4Yx

1
n=7Cn*r

Pauli-Algebra und Dirac-Algebra (OH
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Blatt 48 | Rotationen in der STA

e Zwei hintereinander ausgefiuhrte Reflexionen
ergeben eine Rotation.

e Zweiter Einheitsvektor m:

m = myY; + My Yx + myYy + my;y,
e Eine zweite Reflexion des bereits einmal reflek-

tierten Dirac-Vektors r’ am auf m senkrecht ste-

henden Volumen ergibt den gedrehten Dirac-
Vektor rot:

ht=—Mrm bei zeitartigen Einheits-
vektoren mit m? = 1
et=+Mrm bei raumartigen Einheits-

vektoren mit m? = — 1
e Damit ergibt sich als Rotorgleichung:

Frot = — ﬂ L Q
=—m(-nhrn)m
=mnrnm wenn m und n beide raum-
H_J H_J . - .— . .
_ D~ artig oder beide zeitartig
Irot = 5 5

wenn m raumartig und n
zeitartig oder umgekehrt
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Blatt 49 | Beispiel einer raumlichen Rotation |

e Dirac-Orts- ra =9y, +4y, | La=-6,4y, + 0,27,
vektoren: g =4y, +4y, | r'g=-95,67y, + 0,8y,
e Zweiter Reflexionsvektor: m =1,

(m* = -1 = raumartig)

e Zweifach reflektierte Dirac-Ortsvektoren:

1
LArot = 7 Yy (— 64'Yy + 2y,) Ty

1
- ﬁ (64 + ZYsz) Yy

1
ﬁ (64Yy + 2YZ) = 6,4Yy + OaZYZ

1
IBrot = 7o Ty (— 56'Yy + 8Y,) Ty

1
ﬁ (56 t SYyYZ) Yy

1

7o 96y, +8v,) = 5,6y, + 0,8y,

o Probe: (5y, +4v,)° = (6,47, + 0,27,)* = — 41
(41 + 41,)" = (5,67, + 0.8,)" = - 32
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Blatt 50 |Beispiel einer raumlichen Rotation ||

A = 9yy + 4y, . Iarot = 6,47y, + 0,2y,
I = 4Yy + 4y, [Brot = 5,6'Yy + 0,87,
}\/A | g=ﬁ(3vy+vz) und m=vy,

Kreisbogen!

.
.
e,
L
L

L
"~
LN
L
LN
LN
L
~
L
L
L
L
L
L0
L
LN
LN
LN
~
.....
™
L
g
LN
LN
L
LN
~
L
L
L
L
LN
LN
LN
"~
L
L
",

1.Reflexionsebene

Bl

X
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Blatt 51 | Beispiel einer raumzeitlichen Rotation |

e Dirac-Orts- ra =5y, +4y, | ra=-3,25y,+ 1,25y,
vektoren: rg =4y, +4y, | r'g=—2y, + 2,

o Zweiter Reflexionsvektor: m =y,
(m°=+1 = zeitartig)

e Zweifach reflektierte Dirac-Ortsvektoren:

1
LArot = — 8 Tt (_ 26Yt + 1OYX) Tt
1
== 5 (=26 + 107y 7

= 2 (267, + 10y,) = 3,25y, + 1,25,

Ierot = — Vi (— 27 + 27x) Vi

= (2 = 27vx) 11

=27, + 2y,

e Probe: (5y, +4v,)* = (3,25y, + 1,25v,)° = 9
4y + 4y, = (27, + 2y)° = O
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Blatt 52 | Beispiel einer raumzeitlichen Rotation |1

ra = 9y + 4, . Farot = 3,297 + 1,29y,
IB = 4Yt + 4Yx I'Brot = ZYt + 2Yx
g=is(3vt * 1) und m=vy,
ct
Hyperbel ! y

rot

.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
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