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Kurzfassung

Die Spezielle Relativitétstheorie ldsst sich in zahlreichen, sehr unterschiedlichen mathematischen
Darstellungen behandeln. Als eine didaktisch tragfdhige und mathematisch duferst anschauliche
Herangehensweise hat sich die Nutzung von Dirac-Matrizen als Basisvektoren der vierdimensio-
nalen Raumzeit gezeigt.

Im Rahmen einer seminaristischen Lehrveranstaltung zur Physik fiir Mathematiker an der Beuth-
Hochschule Berlin wurde dieser Ansatz gewéhlt, um in die relativistische Mechanik einzufiihren.
Es zeigt sich, dass durch diesen Ansatz bei den Studierenden ein iibergreifendes Verstindnis der
Eigenschaften des dreidimensionalen Raumes im Vergleich zu denen der vierdimensionalen
Raumzeit entwickelt werden kann.

Dariiber hinaus wird insbesondere auch das Ziel dieser Lehrveranstaltung, mit den Studentinnen
und Studenten die Denk- und Vorgehensweisen naturwissenschaftlicher Erkenntnisgewinnung und
Modellierung exemplarisch nachzuvollziehen, bei diesem Weg in die Spezielle Relativitdtstheorie

in einer fiir die Lernenden iiberzeugenden Art und Weise erreicht.
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1.Einfihrung

Die Spezielle Relativitdtstheorie verkniipft Raum
und Zeit in subtiler und gleichzeitig faszinierender
Art und Weise. Je nach Blickwinkel bzw. Relativge-
schwindigkeit erscheinen die unsere Welt aufspan-
nenden und damit konstituierenden GrofBen einmal
als Raum, ein anderes Mal als Zeit.

Wie bei einer Rotation kann Raum in Zeit und Zeit
in Raum transformiert werden, ist eine der moglichen
Sprechweisen. Doch die Zusammenhénge sind bei
weiterer Analyse noch ausgefeilter. Bei einer Kreis-
bewegung nimmt die erste Koordinatengrofle |x|
betragsméfig ab, wihrend die andere Koordinaten-
grofle | y | betragsméBig zunimmt: Bei einer raumli-
chen Rotationsbewegung sind die Koordinaten x und
y um 90° phasenverschoben.

Die Verkniipfung aber zwischen Raum- und Zeitdi-
mensionen ist in unserer Welt (und deshalb sinn-

vollerweise auch in der unsere Welt beschreibenden
Speziellen Relativitdtstheorie) nicht euklidisch:
Raum wird nicht in Zeit transformiert, sondern
Raum wird in noch mehr Raum und zusétzliche Zeit
transformiert. Bei einer Lorentztransformation
nimmt sowohl der Betrag der rdumlichen Koordinate
| X | und gleichzeitig der Betrag der zeitlichen Ko-
ordinate | t | zu. Oder beide nehmen gleichzeitig ab.
Je nach Blickwinkel bzw. Relativgeschwindigkeit
»haben®, | sehen®, ,spiiren” oder messen wir viel
Raum und viel Zeit oder wenig Raum und wenig
Zeit (siche Abbildung 1).

Diese Bezichungen und das gesamte Gedankenge-
baude der Speziellen Relativitétstheorie lassen sich
jedoch in zahlreichen, sehr unterschiedlichen und
vor allem unterschiedliche Schwerpunkte setzenden
mathematischen Darstellungen behandeln. In diesem
Beitrag wird die Mathematik der Geometrischen Al-
gebra G; (und das heiBit gleichzeitig der Pauli-Alge-
bra, der Clifford-Algebra C¢;, der Biquaternionen-
algebra bzw. der Algebra der komplexen Quaternio-
nen)' zur Beschreibung des dreidimensionalen Rau-
mes und die Mathematik der Raumzeit-Algebra als
vierdimensional erweiterte Geometrische Algebra
G, (und damit gleichzeitig der Dirac-Algebra bzw.
der Clifford-Algebra Cf,;)* zur Beschreibung der

! Diese Algebren sind mathematisch isomorph und damit hin-
sichtlich physikalischer Anwendungsmoglichkeiten identisch
nutzbar, siehe [2].

% Auch diese Algebren sind mathematisch isomorph und damit

hinsichtlich physikalischer Anwendungsmoglichkeiten identisch
nutzbar, siehe ebenfalls [2].
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Abb.1: Rein rdumliche Rotation (links) und raumzeitliche Rotation (rechts) im Vergleich. (Die wenig fachsprachliche und
naiv umgangssprachliche, aber hoffentlich eingéngliche Beschriftung bittet der Autor als schulalltagsangemessen zu ent-

schuldigen.)

vierdimensionalen Raumzeit herangezogen. Der
Grund ist simpel: Schon 1966 hat David Hestenes
gezeigt [10], dass die Interpretation und Nutzung
von Pauli-Matrizen als Basisvektoren des dreidimen-
sionalen Raumes [11] und die Interpretation und
Nutzung von Dirac-Matrizen [12] als Basisvektoren
der vierdimensionalen Raumzeit eine didaktisch aus-
gesprochen tragfahige, mathematisch einsichtige und
anschauliche Herangehensweise darstellt.

Die urspriingliche Formulierung der Geometrischen
Algebra geht jedoch auf Herrmann GraBmann [7]
und William Kingdon Clifford zuriick [4], die erst-
mals konkrete, nicht-kommutative Groflen zur Be-
schreibung des physikalischen Raumes heranzogen.

2.Die Geometrische Algebra in der Hochschul-
lehre

Schon GraBfmann formulierte seine Uberzeugung,
dass seine Ideen und damit die Geometrische Alge-
bra einerseits einen wesentlichen Beitrag zu einer
konsistenten mathematischen Darstellung physikali-
scher Sachverhalte liefern konnen und andererseits
diese in Schul- und Hochschullehre mit einzubinden
seien. So schrieb er im Vorwort der 1844 veroffent-
lichten Ausdehnungslehre [7, S. xv]: ,,Durch diese
Anwendungen auf die Physik glaubte ich besonders
die Wichtigkeit, ja die Unentbehrlichkeit der neuen
Wissenschaft und der in ihr gebotenen Analyse dar-
gethan zu haben. Dass dieselbe in ihrer konkreten
Gestalt (...) einen vortrefflichen Unterrichtsgegen-
stand liefern wiirde, welcher einer durchaus elemen-
taren Behandlung fahig ist, hoffe ich gelegentlich
einmal nachweisen zu koénnen ...

Leider konnte GraBmann seine Ideen nie im univer-
sitiren Rahmen umsetzen, doch griffen andere die
Geometrische Algebra in der Hochschullehre und
insbesondere in der Mathematikerausbildung auf.
Einer dieser Mathematiker war W. E. Hyde, der in

einem seiner Lehrbiicher schreibt: , The author,
though formerly an enthusiastic admirer of Hamil-
ton’s Quaternions, has been brought, by study and
experience in teaching both, to a firm belief in the
great practical as well as theoretical, superiority of
Grassmann’s system* [18, S. iv].

Zwar mag uns aus heutiger Sicht die Unterscheidung
zwischen Hamiltons Quaternionen und Gralmanns
Ansitzen tUberfliissig erscheinen, zeigte doch schon
GraBmann [8] und darauf aufbauend Clifford [4],
wie die Struktur der Quaternionen in das GraBmann-
sche Gedankengebédude einzufiigen sind. Biquater-
nionenalgebra und Geometrische Algebra G; sind
isomorph und dementsprechend hinsichtlich Threr
physikalischen Anwendungsméchtigkeit und Inter-
pretationsmdglichkeiten nicht nur gleichwertig, son-
dern identisch.

Doch beeindruckend an Hydes Werk ist gerade auch
die bestindige Vertiefung und jahrzehntelange uni-
versitdre Lehre der Ideen Gralmanns.

Aktuell wird die Geometrische Algebra vor allem
von Physikern (etwa in Arizona [11], Cambridge [6],
Utrecht [28], Windsor (Ontario) [2], Fukui (Japan)
[14], Barcelona [22], Puebla (Mexiko) [26] oder De-
corah (Iowa) [19]) und von Informatikern (etwa in
Kiel [25], Darmstadt [13] oder Bournemouth (Stid-
england) [27] ) im akademischen Bereich gelehrt.
Dabei wird im Allgemeinen ein top-down-Ansatz
umgesetzt: Aus der Forschung und von konkreten
fachlichen Anwendungen abgeleitet — also gewisser-
mafen von ,,oben“ kommend — wird die Geometri-
sche Algebra didaktisch in die universitdre Lehre
eingefiihrt und entsprechend ausgerichtet didaktisch
gestaltet.

Hier in diesem Beitrag wird dagegen ein bottom-up-

Ansatz verwirklicht. Grundlage des hier vorgestel-
Iten Konzeptes ist eine schulisch erprobte Unter-
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richtseinheit zur Raumzeit-Algebra (siehe [15], [16]
bzw. [17]), auf die aufgebaut und die didaktisch er-
weitert wird. Damit steht fiir den Einsatz im Fach-
hochschulbereich ein im schulischen Kontext — also
salopp gesprochen ,unten” — verwurzelter Ansatz
zur Verfligung.

3.Zentraler Ansatz der Geometrischen Algebra

Der wesentliche Beitrag GraBBmanns besteht darin,
die konstituierenden geometrischen Bausteine unse-
res dreidimensionalen Raumes, also Strecken, FIa-
chenstiicke und Volumina, algebraisch umzusetzen,
diese algebraisch zu interpretieren und damit direkt
mit diesen Bausteinen zu rechnen.

Umgekehrt konnen bei dieser Herangehensweise al-
gebraische Ausdriicke und somit die Ergebnisse von
Rechnungen direkt geometrisch interpretiert und in
unseren dreidimensionalen Raum eingebettet wer-
den.

Seit Elie Cartan und damit seit nunmehr fast 80
Jahren wissen wir zudem, dass Pauli-Matrizen die
Basisvektoren unseres dreidimensionalen Raums, in
dem wir vor Einstein lebten, darstellen [3]. Die Pau-
li-Matrizen entsprechen somit den Gralmannschen
Bausteinen, aus denen unser Raum aufgebaut ist.

Die explizite Wahl von (2 x 2)-Matrizen ist jedoch
willkiirlich, irrelevant und vor allem verwirrend ab-
strakt. Deshalb ist es sinnvoll, Lernanfingern im
schulischen Bereich nicht und im hochschulischen
Bereich nicht unbedingt sofort mit (2 x 2)-Matrizen
zu konfrontieren, sondern lediglich die die Matrizen
konstituierende Pauli-Algebra zu nutzen. Entspre-
chend konsequent wird von Pauli-Vektoren, Pauli-
Bivektoren und Pauli-Trivektoren gesprochen die
sich — wenn man gerade nicht mit (2 x 2)-Matrizen
arbeitet — sehr gut an der Faktorenanzahl an Basis-
vektoren erkennen kann.

Pauli-Basisvektoren (orientierte Strecken):

Basisvektor in x-Richtung: o {1}
Basisvektor in y-Richtung: oy {2}
Basisvektor in z-Richtung: o, {3}

Pauli-Basisbivektoren (orientierte Flachenstiicke):

Basis-Bivektor der xy-Ebene: oy 6y {4}
Basis-Bivektor der yz-Ebene: o6, o, {5}
Basis-Bivektor der zx-Ebene: o, ox {6}

Pauli-Basistrivektor (orientiertes Volumen):

Basis-Trivektor des xyz-Raums: ooy 6, {7}

Die Basisvektoren der vierdimensionalen Raumzeit
werden entsprechend durch Dirac-Matrizen gegeben
[12]. ,,We have now reached the point which is li-
able to cause the greatest intellectual shock”, schrie-
ben Gull, Lasenby und Doran [9], als sie in einem
sehr priagnanten und erfreulich provokanten Beitrag
diesen Sachverhalt darlegten. Und noch heute, mehr

als 40 Jahre nach Neuformulierung der Geometri-
schen Algebra durch David Hestenes und fast 20
Jahre nach dem Beitrag von Gull und seinen Kolle-
gen des Cavendish Laboratory Cambridge kann man
manche Physiker und Physikdidaktiker mit diesen
Sachverhalt durchaus schrecken’.

4.Operationen in der Geometrischen Algebra

Ein wesentliches Strukturmerkmal der Geometri-
schen Algebra stellt das Wechselspiel von Koordi-
natenperspektive und Operatorenperspektive dar.
Ein beliebiger Pauli-Vektor des dreidimensionalen
Raums wird in der Geometrischen Algebra durch die
Linearkombination

[=XOxtyoy+20; {8}
dargestellt. Dieser Ausdruck zeigt klar die Koordina-
tenperspektive. Multipliziert man diesen Vektor
rechts- und linksseitig mit der Basis-Einheit oy, so
wechselt man in die urspriinglich von Pauli [23] und
Dirac [5] présentierte Operatorenperspektive, die sie
im drei- und vierdimensionalen Fall quantenmecha-
nisch implementierten. Im klassischen Fall ergibt
sich

I’ =ox (X oy +y oy + 20;) Ox

=XOx—YOy—Z720; {9}
simpel der an der x-Achse gespiegelte Vektor r’. Da-
bei dndern die y- und z-Koordinaten ihr Vorzeichen,
wihrend die x-Koordinate unverdndert bleibt. Damit

erhilt man folgende, {1} bis {3} ergédnzende Zuord-
nungen.

Pauli-Reflexionen I:

Basisreflexion an der x-Achse: oy {10}
Basisreflexion an der y-Achse: oy {11}
Basisreflexion an der z-Achse: o, {12}

(siche auch [24, S. 208 — 211]).

Die groBe Stirke und iiberzeugende Wirkungsméch-
tigkeit der Geometrischen Algebra wird unter ande-
rem dadurch verursacht, dass geometrisch begriinde-
te Operationen algebraisch strukturell fast intuitiv,
auf jeden Fall aber in konsequenter Schirfe ge-
schrieben werden konnen. Die {4} bis {6} entspre-
chenden Operationen erhdlt man bei rechts- und
linksseitiger Multiplikation eines beliebigen Pauli-
Vektors r mit Basis-Bivektoren. Beispielsweise ist

I’ = 0xOy (X Ox + y Gy + ZG;) OxOy
=X0Oxtyoy—20; {13}
simpel der an der xy-Ebene gespiegelte Vektor r”.

3 Manche Wissenschaftler erschrecken dann allerdings auch iiber
ihre bisherige Unwissenheit — so wie beispielsweise der Fields-
Preistrager Michael Atiyah, der in [1, S. 116] schreibt: ,,When
Singer and I were investigating these questions we ,rediscovered’
for ourselves the Dirac operator. Had we been better educated in
physics, or had there been the kind of dialogue with physicists
(...), we would have got there much sooner.*
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Dabei édndert sich lediglich das Vorzeichen der z-
Koordinate, wihrend die x- und y-Koordinaten un-
verdndert bleiben. Damit erhélt man die im Folgen-
den aufgefiihrten Zuordnungen.

Pauli-Reflexionen I1:
Basisreflexion an der xy-Ebene: oxoy, {14}
Basisreflexion an der yz-Ebene: 6,0, {15}

Basisreflexion an der zx-Ebene: 6,04 {16}

Nicht nur Vektoren, sondern jedes geometrische Ob-
jekt kann mit Hilfe dieser Basis-Reflexionen reflek-
tiert werden (siche Abbildung 2). Beispielsweise er-
gibt die Reflexion eines beliebigen orientierten Fla-
chenstiicks und Pauli-Bivektors

A = a; 6,0y T a, 6y0; *+ a3 6,0y {19}
an der x-Achse oy

A’= oy (a; 650y + 2, 6,0, T a3 G,0y) O

=—a; 6,0y + a, 6y0; — a3 6;0% {20}
reflektiertes geometrisches geom efrisches geometrisches
: : Objekt, das .
geometrisches =  Objekt an dem rofle k:rierr Objekt, an dem
Objekt reflektiert wird reflektiert wird

werden soll

Abb.2: Reflexion im dreidimensionalen Raum der Geometrischen Algebra. (Die Multiplikation wird als geometrische Multi-
plikation aufgefasst und umfasst automatisch inneres und duBeres Produkt.)

Konsequenterweise ist eine Reflexion eines Vektors
am gesamten xyz-Raum nur unter Beriicksichtigung
eines zusitzlichen negativen Vorzeichens darstell-
bar,

t3]

I’ = —0x0,0; (X ox + y 6y + 2 G;) 6xG,0;

=Xoytyoytzo, {17}
da dann alle Koordinaten ihr urspriingliches Vorzei-
chen beibehalten. Damit erhilt diese Operation eine
Modifikation, die im Rahmen der vierdimensionalen
raumzeitlichen Reflexion bei Unterscheidung von
raum- und zeitartigen Vektoren noch ausfiihrlicher
zu besprechen sein wird.

Pauli-Reflexion I11:

Basisreflexion am xyz-Raum: o,6,0, {18}

Dieser Zusatzfaktor von —1 spielt auch bei der Gene-
se der Punktspiegelung eine Rolle, die als Reflexion
an einem null-dimensionalen Objekt, dem Basis-
Skalar 1, beschrieben werden kann.

ein Flachenstiick A’, das den Orientierungssinn
beziiglich der in der xy-Ebene und der in der zx-
Ebene liegenden Teil-Flachenstiicke dndert, jedoch
den Orientierungssinn beziiglich des sich in der yz-
Ebene befindlichen Teil-Flachenstiickes beibehalt
(siche Abbildung 3).

5.Rotationen in der Geometrischen Algebra

Da die Lorentz-Transformation keine Reflexion,
sondern eine Rotation darstellt, muss ein Ubergang
von der Reflexion zur Rotation geschaffen werden.
Dieser gelingt durch die Hintereinanderausfithrung
von zwei Reflexionen, denn jede Rotation kann aus
zwei aufeinander folgenden Reflexionen zusammen-
gesetzt gedacht werden (siche zum Beispiel [21, S.
1135 ff — Kapitel 41.1].

Eine Reflexion an der x-Achse oy und sodann an der
y-Achse oy wird durch die Operation

Irot = Oy [Ox (X Ox + Y Oy + 20;) Oy Oy

Abb.3: Reflexion eines in der xy-Ebene befindlichen Flichenstiicks und Pauli-Bivektors ooy (links) und eines in der yz-
Ebene befindlichen Flichenstiicks und Pauli-Bivektors oyo; (rechts) an der x-Achse G,.
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Lot = OyOx (X Ox + Yy Oy + 2 G;) GOy

=—XoOy—yoytzo; {21}
beschrieben und stellt eine Rotation um die zur xy-
Ebene senkrechte z-Achse um einen Rotationswin-
kel von m = 180° dar. Ein Vergleich der Formeln
{13} und {21} zeigt, dass sich Reflexion und Rotati-
on strukturell lediglich durch eine teilweise Reihen-
folgenumkehr der diese Operationen determinieren-
den BasisgroBen unterscheiden.

Dariiber hinaus ist bemerkenswert, dass sich Rotati-
onen immer aus einer doppelten (oder vierfachen,
achtfachen, auf jeden Fall aber geradzahligen) An-
zahl an Reflexionen zusammensetzen und damit eine
geradzahlige Unteralgebra Ct';, der Geometrischen
Algebra G; konstituieren, sofern geradzahlige Ob-
jekte rotiert werden. Diese positive Unteralgebra
entspricht gerade der Quaternionenalgebra H, so
dass Quaternionen immer als Produkt zweier Pauli-
Matrizen gedeutet werden konnen [6, S. 34].

6. Reflexionen und Rotationen in der Raumzeit

In der vierdimensionalen Raumzeit tritt neben die
drei Raumdimensionen x, y und z die Zeit als vierte
Dimension ¢. Die Dirac-Matrizen stellen die Basis-
vektoren dieser vierdreidimensionalen Raumzeit, in
dem wir seit Einstein leben, dar [10], [11]. Sie ent-
sprechen somit den Gramannschen Bausteinen, aus
denen die gesamte Raumzeit strukturell aufgebaut
ist.

Dirac-Basisvektoren (orientierte Strecken):
Zeitlicher Basisvektor: T {22}
Réumlicher Basisvektor in x-Richtung: yx {23}
Réiumlicher Basisvektor in y-Richtung: y, {24}

Réumlicher Basisvektor in z-Richtung: y, {25}

Zur Unterscheidung zwischen Pauli-Vektoren des
dreidimensionalen Raums und den Dirac-Vektoren

der vierdimensionalen Raumzeit werden letztere
doppelt unterstrichen:

r=ctytXntyywtzy, {26}
Das mathematische Verhalten der Basisvektoren
lasst sich in einem einzigen Satz fassen: ,,The only
rule to remember is that different orthogonal gene-
rating units (vectors) anticommute and that their
square is +1,—1 (or 0).“ [21]. Zeitliche Dirac-Basis-
vektoren weisen ein positives Quadrat auf, wiahrend
raumliche Basisvektoren sich strukturell imaginér
verhalten und sich negativ quadrieren:

=1 ri=y'=r=-1 27}
Physikalisch wird diese mathematische Struktur
durch das unbestreitbar unterschiedliche Verhalten
raumlicher und zeitlicher Gréfen (das wir unter an-
derem alle experimentell beim immer-dlter-aber-
niemals-jiinger-Werden beobachten) motiviert.

Beim Wechsel von der Koordinaten- zur Operato-
renperspektive féllt auf, dass die Basis-Reflexionen
unterschiedliche Wirkungen auf den Raumzeit-Vek-
tor r entfalten. Eine durch vy, vermittelte Transforma-
tion ergibt

=y (et t XYty T2Y) 1
=Y —XYx— YV —ZY: {28}
das erwartete Verhalten einer Reflexion an der Zeit-
achse ¢, wobei die rdumlichen Koordinaten alle ihre
Vorzeichen andern.

Die durch y, vermittelte Transformation ergibt mit

=Yty X7ty Yy +272) ¥
St XYty tzy {29}
jedoch keine Reflexion an der x-Achse, sondern eine
Reflexion am tyz-Raum, der senkrecht zur x-Achse
aufgespannt ist, wie die Analyse der Vorzeichen der
einzelnen Koordinaten zeigt. Um das korrekte Refle-
xionsverhalten an einer raumartigen Achse zu erhal-

Dirac-Einheits-

Dirac-Vektor. Dirac-Einheits-

reflektierter vektor in . der reflektiert - vektor in
Dirac-Vektor Richtung der werden soll Richtung der
Reflexionsachse Reffexionsachse

raumzeitliche Signatur des Reflexionsvektors

Die Reflexion eines Dirac-Vektors r an einer Reflexionsachse, die in Richtung
des Dirac-Einheitsvektors n= niy: + neyx + Ny yy + Nz vz Zeigt, wird vermittelt
durch

I's+nrn bei zeitartigem Reflexionsvektor mit n? = 1

1=
=

I's-nrn bei raumartigem Reflexionsvektor mit n? = — 1

=

Abb.4: Reflexion von Dirac-Vektoren an zeit- und raumartigen Reflexionsachsen in der vierdimensionalen Raumzeit.
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ten, muss das negative Vorzeichen des Quadrats des
Reflexionsvektors n kompensiert werden (siche Ab-
bildung 4):

L= = Y (e H XY Ty Yy 272) ¥x

oot XY - Yy~ 2Y: {30}
Eine raumzeitliche Rotation kann wieder durch die
Hintereinanderausfiihrung zweier raumzeitlicher Re-
flexionen generiert werden. Werden diese beiden
raumzeitlichen Reflexionen an zwei raumartigen Re-
flexionsachsen durchgefiihrt, heben sich die beiden
negativen Vorzeichen gegenseitig auf.

Nach diesen Vorarbeiten sind wir in der Lage, die in
Abbildung 1 naiv beschriebene hyperbolische Rota-
tion einer Lorentz-Transformation im Rahmen der
Raumzeit-Algebra nachzuvollziehen. Dies geschicht
hier anschaulich anhand eines Beispiels. Dabei sol-
len die Dirac-Ortsvektoren

A =51+ 4 {31}
{32}
im ersten Schritt an der zeitartigen Reflexionsachse
in Richtung

=47y +47

0= Grrim) 33}

reflektiert werden. Die graphische Darstellung dieser
raumzeitlichen Reflexion ist in Abbildung 5 gegeben.

flexionsvektor n, da aufgrund der hyperbolischen
Geometrie orthogonale Vektoren in Minkowski-Dia-
grammen symmetrisch zur Weltlinie von Licht und
damit symmetrisch zur Winkelhalbierenden liegen.

Dariiber hinaus ist die Entfernung der urspriingli-
chen Punkte A und B zum Schnittpunkt der Hilfsli-
nien mit der Reflexionsachse genauso grofl wie die
Entfernung dieser Schnittpunkte zu den gespiegelten
Punkten A’ und B’. Man beachte, dass lichtartige
Ortsvektoren (hier rg) wieder als lichtartige Vekto-
ren auf der Weltlinie von Licht (hier rp”) abgebildet
werden.

Die reflektierten Dirac-Ortsvektoren berechnen sich
dann zu

1 1
Iy = N Byt 1v) Syet+4v) N Byt 170

= 5 (114 71 Gyt 19 (34)
- L (67— 107) = 3253 1257,

= 5 Gt 1) (G140 5 Gt 11
= 5887 Byt 170 (35}

1
=g 16y~ 1670 = 27— 27« ,

was ein Vergleich von graphisch und rechnerisch er-

senkrecht zur
Reﬂexionsachsg_sreﬁénde
Hilfslinien

ct

Reflexionsachse

h 4
<

Abb.5: Raumzeitliche Reflexion der beiden Punkte A und B an der rot eingezeichneten zeitartigen Reflexionsachse.

Die an der Reflexionsachse gespiegelten Punkte A’
und B’ kénnen mit Hilfe der auf der Reflexionsachse
senkrecht stehenden und in Abbildung 5 rot gestri-
chelt eingezeichneten Hilfslinien leicht konstruiert
werden. Diese Hilfslinien stehen orthogonal zum Re-

6

mittelten Werten bestitigt.

Im zweiten Schritt werden die reflektierten Dirac-
Ortsvektoren {34} und {35} einer zweiten raumzeit-
lichen Reflexion an der zeitartigen Reflexionsachse
in Richtung von
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Hyperbel

1. Reflexionsachse

Brot

v
>

Abb.6: Konstruktion einer raumzeitlichen Rotation der beiden Punkte A und B (Lorentz-Transformation) durch sukzessive
Reflexion an den rot und griin eingezeichneten zeitartigen Reflexionsachsen.

m =Y {36}
und damit insgesamt einer raumzeitlichen Rotation
unterworfen. Diese zweite Reflexion kann wieder
graphisch konstruiert werden (siche Abbildung 6).
Deutlich zu erkennen ist, dass die Bildpunkte A, A’
und A, auf einem Hyperbelast und nicht auf einem
Kreisbogen liegen, so dass das in Abschnitt 1 und in
Abbildung 1 diskutierte Verhalten tatsdchlich ange-
messen modelliert wird. Ein Vergleich mit den rech-
nerisch ermittelten Werten (siche Ergebnisse {37}
und {38}) bestétigt diesen Sachverhalt.

Bemerkenswert ist im Kontext der Raumzeit-Al-
gebra insbesondere, wie einfach die reflektierten
Dirac-Ortsvektoren berechnet werden konnen:

Tart = Y2 (3,25 71— 1,25 v) 1t

= (3,25 1,251 1t {37}
= 3,25y + 1,25y,

Torot = Yt (2 Yt — 29%) Yt
= 2277 M 138}

=2v+2

Bei den Rechnungen {31} bis {38} handelt es sich
um einfache Multiplikationen, die unter Ausnutzung
der Nicht-Kommutativitdt der Dirac-Basisvektoren
direkt ausgewertet werden konnen. Es ist hier kein
abstrakter, auf Rotationsmatrizen aufbauender und
oft schwer zu durchschauender Formelapparat not-
wendig.

Diese Eleganz und direkte mathematische Zuging-
lichkeit durch simple Multiplikationen ist einer der

entscheidenden didaktischen Vorteile der Umset-
zung von Lorentz-Transformationen im Rahmen der
Raumzeit-Algebra.

7.Relativitatstheorie in Schule und Hochschule

Anlehnend an eine fiir den Schulbereich entwickelte
Unterrichtseinheit zur Speziellen Relativitétstheorie,
die im Kontext der Raumzeit-Algebra mathematisch
gestaltet wurde, wurde eine {iber sechs Vorlesungs-
stunden gehende Einfilhrung in die Geometrische
Algebra, die Raumzeit-Algebra und die Spezielle
Relativititstheorie entworfen und im Wintersemester
2009/2010 im Rahmen einer Vorlesung zur Physik
fiir Mathematiker an der Beuth-Hochschule fiir
Technik Berlin erprobt.

Zwischen der Unterrichts- und Lernsituation im
schulischen und fachhochschulischen Kontext gab es
beziiglich einiger Aspekte deutliche Unterschiede:

e Zielgruppe

Zielgruppe im Schulbereich waren die Teilnehmer
eines Leistungskurses Physik, die sich in der 13.
Jahrgangsstufe und damit kurz vor dem Abitur be-
fanden. Die meisten Leistungskursschiiler hatten
nicht Mathematik, sondern andere Ficher als zweites
Leistungskursfach gewéhlt und brachten infolgedes-
sen nur geringe mathematische Vorkenntnisse zur
Vektorrechnung mit.

Die Zielgruppe im Fachhochschulbereich bestand
aus Studentinnen und Studenten des Bachelor-Stu-
diengangs ,,Applied and Computational Mathema-
tics* des 3. Studienplansemesters. Sie brachten dem-
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entsprechend elaborierte Mathematik-Vorkenntnisse
mit.

Als Lehrbeauftragter dieses Kurses ging ich zu Be-
ginn davon aus, dass die Studierenden besser als
oder zumindest gleich gut wie die Leistungskurs-
schiiler mit Pauli- und Dirac-Algebra zurechtkom-
men wiirden — eine Hypothese, die so nicht vollstén-
dig zutraf, da entsprechende Umlernprozesse ein
zielgerichtetes Arbeiten (siehe unten) deutlich beein-
trachtigten und Lernfortschritte verlangsamten

Abb.7: Tafelbild des Einstiegs in die Geometrische Alge-
bra des dreidimensionalen Raumes (links) und der vierdi-
mensionalen Raumzeit (rechts).

e Zeitlicher Rahmen

Im Leistungskurs Physik standen 25 Unterrichtsstun-
den zur Verfiigung, so dass die Lerninhalte bei Be-
darf auch recht kleinschrittig, immer unter Einbezug
ausgedehnter Diskussions- und Erdrterungsphasen
und unter Bearbeitung zahlreicher Ubungs- und Ver-
tiefungsaufgaben (verdffentlicht in [17]) durch die
Schiiler erarbeitet werden konnten.

Im Fachhochschulkurs dagegen waren in einem Se-
mester Inhalte aus nahezu der gesamten Breite der
Physik zu vermitteln, so dass zur Behandlung der
Speziellen Relativitdtstheorie (als Teil der Mecha-
nik, siche Modul T1 in [20]) nur 6 Vorlesungsstun-
den zur Verfligung standen.

Dies hatte zur Folge, dass nicht immer ein konse-
quent seminaristischer, diskutierend hinterfragender
Ansatz verfolgt werden konnte, sondern Teile der
Speziellen Relativitétstheorie relativ dicht und kom-
pakt erortert werden mussten.

e Metakonzeptuelle Zielrichtung

Im Unterschied zum schulischen Vorgehen, bei dem
der Schwerpunkt auf den Koordinatenaspekt gelegt
wurde, war geplant, im Fachhochschulkurs die Ver-
kniipfung zwischen Operatoren- und Koordinaten-
perspektive in den Vordergrund zu stellen. Dies ge-
lang nicht ganz so umfassend wie urspriinglich vor-
gesehen, da die zeitlichem Vorgaben letztendlich nur
eine sehr knappe Umsetzung dieser Planung ermog-
lichten.

Eine vollstindige und gleichzeitig dem Lerntempo
der Studierenden angemessene Gestaltung der Lern-
einheit muss noch gefunden und dann in einem er-
neuten Durchgang erprobt werden.

¢ Inhaltliche Gestaltung

Die im schulischen Kontext gewihlte Darstellung
mit fast ausschlieBlicher Erorterung des Koordina-
tenaspektes der Geometrischen Algebra und der
Raumzeit-Algebra wurde in den letzten Jahren von
zahlreichen Autoren aufgearbeitet und wird in den
Lehrbiichern relativ einheitlich dargestellt.

Anders verhilt es sich mit der Operatorenperspekti-
ve, die von unterschiedlichen Autoren unterschied-
lich prisentiert wird. Bei der Planung des Kurses
und Entwurf der Materialien (siehe [29]) folgte ich
hier dem Ansatz des Buches von Doran und La-
senby [6, S. 40 — 42], die eine durch den Vektor n
vermittelte Reflexion in dualer Perspektive als eine
Reflexion an der zu n senkrecht stehenden Hyper-
Ebene definieren. Dies fiihrt zu einem zusétzlichen
negativen Vorzeichen, wie es in den entwickelten
OH-Folien (beispielsweise Blatt 9b in [29]) zu fin-
den ist.

Dieser Umweg iiber die Dualitdtsoperation in Form
einer zusétzlichen Multiplikation mit dem Pseudo-
skalar kann jedoch vermieden und die konzeptuelle
Gestaltung der Reflexion dadurch vereinfacht wer-
den, wie die Darstellung in diesem Beitrag in Ab-
schnitt 4 zeigt. Aufgrund der an der Beuth-Hoch-
schule gemachten Unterrichtserfahrungen kann klar
geschlussfolgert werden, dass Reflexionen unter Be-
zug auf duale Rdume verwirren und zu unnétigen di-
daktischen Komplikationen fiihren.

Deshalb sind die beigefiigten und an der Beuth-
Hochschule verwendeten Materialien — die noch
dem zuerst gewdhlten Reflexionsbegriff folgen — nur
eine vorldufige Version und bei zukiinftigen Kurs-
durchfiihrungen noch einmal hinsichtlich der Re-
flexion zu iiberarbeiten. Die Diskrepanz der beiden
Darstellungen zeigt sich gerade auch bei Diskussion
der Lorentz-Transformation und wird bei Vergleich

Abb.8: Tafelbild zur Diskussion von Dirac-Basisvektoren
unterschiedlicher Koordinatensysteme.
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von Blatt 47 in [29] und Abbildung 5 dieses Textes
auch graphisch ersichtlich.

Das bedeutet aber nicht, dass die Diskussion der Du-
alitdt génzlich unterlassen werden sollte. Es ist je-
doch sinnvoller, diese Diskussion unabhéngig von
der Reflexion zu einem spéteren Zeitpunkt einzu-
planen und erst dann eine Verkniipfung zu Reflexi-
onen und Rotationen zu problematisieren.

e Naturwissenschaftliche Erkenntnisgewinnung
Durch die Lerneinheit zur Speziellen Relativitdts-
theorie gelang es, die Denk- und Vorgehensweisen
naturwissenschaftlicher Erkenntnisgewinnung und
Modellierung sowohl mit den Schiilern des Leis-
tungskurses wie auch mit den Studentinnen und Stu-
denten der Beuth-Hochschule nachzuvollziehen und
exemplarisch zu verfolgen. Dies zeigen die Diskus-
sionsprozesse, die sich sowohl in Schule wie auch
Hochschule intensiv bei der Erorterung speziell-rela-
tivistischen Paradoxa ausbildeten.

Auch zeigen diese Diskussionsprozesse und zahl-
reiche Interaktionen zwischen Schiilern bzw. zwi-
schen den Studierenden, dass ein iibergreifendes
Verstandnis der Eigenschaften des dreidimensiona-
len Raumes im Vergleich zu denen der vierdimensi-
onalen Raumzeit von den Lernenden entwickelt wer-
den konnte. Aufgrund der hoheren kommunikativen
Kompetenz waren die Studierenden den Leistungs-
kursschiilern — ohne dies empirisch belegen zu kon-
nen — offenkundig etwas iiberlegen.

e Umlernprozesse

Weder der unterrichtete Leistungskurs noch der
Kurs an der Beuth-Hochschule kann aufgrund der
kleinen Lerngruppen empirisch belastbare Ver-
gleichsdaten iiber den Erfolg der Lerneinheit zur
Speziellen Relativitdtstheorie liefern. Dennoch hat
es den Anschein, dass die Leistungskursschiiler weit
weniger Probleme bei der rechnerischen Umsetzung
von Pauli- und Dirac-Algebra hatten als die Studie-
renden. Dies iiberrascht zunéchst, zumal es sich ja
um Mathematikstudenten mit einiger Vorerfahrung
handelt.

Zwar mogen die zeitliche Knappheit und die daraus
resultierende hohe Lerndichte des Fachhochschul-
kurses auch Teilgriinde dafiir darstellen, dass die
Studierenden offenkundig nicht besser mit der ma-
thematischen Strukturierung der Speziellen Relativi-
tatstheorie zurechtkommen als die im Riickblick
doch sehr erfolgreichen Leistungskursschiiler.

Doch der wesentliche Grund fiir das subjektiv em-
pfundene schlechtere Handling der nicht-kommuta-
tiven Algebren durch die Studierenden mag gerade
in ihren Vorkenntnisse liegen. Sie sind offenkundig
schon so stark durch Routinen der Vektorrechnung
und der iiblichen Darstellungen der Linearen Alge-
bra geprigt, dass diese Priagungen eine Offnung hin-
sichtlich Pauli- und Dirac-Algebra deutlich erschwe-
ren.

Auch hier zeigt sich priagnant, dass Umlernen deut-
lich schwieriger ist als Neulernen. Der fiir die Leis-

tungskursschiiler neue Themenbereich der Pauli-
und Dirac-Algebra ist ohne die Hiirden einer Vor-
priagung leichter zuginglich als fiir bereits anders-
weitig erfahrene und vorgeprigte studentisch Ler-
nende.

Es stellt sich damit die Frage, ob ein Erlernen der
Geometrischen Algebra zumindest im dreidimensio-
nalen Fall des klassischen Raumes nicht zeitlich
frither erfolgen sollte. Nicht-kommtative Strukturen
stellen ein so wesentliches konstituierendes Element
unserer physikalisch-mathematischen Welt dar, dass
ein Neulernen von Anfang an der effektivere Weg
zu einer angemessenen Weltbeschreibung darstellen
konnte.

Eine Schlussfolgerung scheint deshalb, den Vor-
schlag Parra Serras [22], die Geometrische Algebra
moglichst frith auch im Mittelstufenunterricht* zu
behandeln, ernst zu nehmen und entsprechende An-
sitze auch curricular umzusetzen.

8.Ausblick

Der ndchste Schritt in der hochschulischen Aufarbei-
tung und didaktischen Rekonstruktion von Geome-
trischer Algebra und Raumzeit-Algebra stellt die
Verkniipfung von Radumen unterschiedlicher Dimen-
sionen dar. Dies zielt auf die didaktische Interpreta-
tion der tiefgriindigen Beziehungen (,,deep relation-
ship® [26, S. 1292])

Ok = YkYo {39}
ab, die die Konstituenten des dreidimensionalen
Raumes (Pauli-Vektoren) und der vierdimensionalen
Raumzeit (Dirac-Vektoren) sowohl auf Koordina-
ten- wie auch auf Operatorenebene verbliiffend ef-
fektiv verkniipfen.

Diese Beziehung, die mit Hilfe von (2 x 2)-Pauli-Ma-
trizen und (4 x 4)-Dirac-Matrizen nicht fassbar ist,
stellt einen weiteren deutlichen konzeptuellen Vor-
teil der Geometrischen Algebra gegeniiber der heute
vorwiegend genutzten Vektoralgebra dar.

Die weitere inhaltliche und didaktische Aufarbeitung
dieses Themenbereichs lohnt also auf jeden Fall —
und zwar in Schule und Hochschule. Entsprechende
Unterrichtsreihen und Lernszenarien gelingen und
bicten eine Horizonterweiterung, die gerade auch
durch die Verkniipfung mathematischer und physi-
kalischer Strukturen, Ideen und Phianomene so wert-
voll wird.

»-..Concrete geometrical and physical examples
should be interparsed among the teaching of mathe-
matics, in order to form almost a continuum”,

* Parra Serra schreibt in seinem Beitrag: “Even at the most ele-
mentary level the generality of the geometric algebra should be
emphasized (...) As for the best age to perform this introduction I
will not set lower limits. It can (should) be done shortly after the
introduction of the Cartesian coordinates as labels for locating
points in the plane, defining the geometric unit vectors as trans-
lation operators” [22, S. 823/824]. Die Geometrische Algebra sol-
Ite somit nach Auffassung von Parra Serra kurz nach Einfiihrung
der Kartesischen Koordinaten schulisch aufgegriffen werden.

9
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schreibt Parra Serra [22, S., 825]. Ahnliches gilt
auch fiir den Physikunterricht. Physik ohne geome-
trische Einbettung ist Physik ohne Raum, auf Zahlen
reduzierte Physik. Doch unsere Welt ist ausgedehnt
und damit dimensionsbehaftet. Sie ist und bleibt
geometrisch, und das spiiren wir jeden Tag.
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