Didaktik der Physik
Fruhjahrstagung — Gottingen 2025

Didaktische Rekonstruktion zur Quantenbildgebung
- Interferenzkontrast im Experiment quantitativ charakterisieren -

Dustin-Philipp Preissler*, Holger Cartarius*

*AG Fachdidaktik der Physik und Astronomie, Friedrich-Schiller-Universitat Jena, Max-Wien-Platz 1, 07743

Jena
dustin.philipp.preissler@uni-jena.de

Kurzfassung

Ein wesentliches Merkmal von Quantenobjekten ist die Fahigkeit zur Interferenz. In einem Mach-
Zehnder-Interferometer beobachtet man Interferenz von Laserstrahlen oder auch Einzelphotonen.
Fir Laserstrahlung lasst sich dieses Phanomen klassisch sehr anschaulich mithilfe der Uberlagerung
zweier elektromagnetischer Wellen erkléren, die auf zwei unterschiedlichen Wegen durch das Inter-
ferometer propagieren. Entscheidend fur die quantenphysikalische Erklarung ist, dass fur ein Ein-
zelphoton, das zum Interferenzmuster beitrégt, keine Information tber den tatsachlich genommenen
Weg durch das Interferometer vorliegt. Liegt stattdessen Welcher-Weg-Information vor, trégt das
Einzelphoton nicht zum Interferenzmuster bei. Klassisch kann man dazu einen der beiden Strahlen-
génge im Interferometer blockieren: Das Interferenzmuster verschwindet. Wir gehen hier der Frage
nach, was mit dem Interferenzmuster passiert, wenn ein Strahlengang etwas geschwacht wird, z.B.
durch ein Objekt mit Transmissionskoeffizient T und wie sich die Sichtbarkeit der Interferenz (= In-
terferenzkontrast) im Experiment sogar quantifizieren lasst. Der Interferenzkontrast charakterisiert
unter anderem die Performanz von Experimenten zur Quantenbildgebung und die Transmission des
Objekts. Somit beleuchtet dieser Artikel auch einen wichtigen Teilaspekt moderner Quantentechno-
logien und bereitet ihn flir Lehramtsstudierende und auf3erschulische Lernorte auf.

Weiterhin wird das Mach-Zehnder-Interferometer mit einem Objekt im Strahlengang ausfihrlich
mathematisch beschrieben, da Lehramtsstudierende der Physik nicht nur den Dirac-Formalismus im
Rahmen der zweiten Quantisierung auf ein schultaugliches Real-Experiment anwenden kénnen,

sondern auch Interferenz sprachlich sauber charakterisieren lernen.

1. Mathematische Grundlagen
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Abb. 1: Mach-Zehnder-Interferometer mit eingebrachtem
Objekt O im unteren Strahlengang. Jeder Strahlengang
wird durch einen Ket-Vektor reprasentiert, jede optische
Komponente durch einen Operator (Strahlteiler B, Spiegel
M, Objekt 0). Vor der Detektion ist der Zustand eine Su-
perposition aus Detektion auf einem Schirm in |g) oder |h)
und Absorption |w) durch das Objekt. Eigene Abbildung
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Abb. 2: Laserstrahlung wird durch ein Objekt mit Trans-
missionskoeffizient T in seiner Intensitat | geschwécht. Ei-
gene Abbildung

Das Mach-Zehnder-Interferometer (Abb. 1) besteht
aus einer Laserquelle, die Photonen in den Strahlen-
gang |a) aussendet. Am ersten 50:50-Strahlteiler B,
wird dieser Strahl in |b) und |c) aufgeteilt. Spiegel M,
reflektiert den oberen Strahl und Spiegel M, den un-
teren Strahl. Beide Strahlen treffen auf einen weiteren
50:50-Strahlteiler B, mit Ausgéangen [f) und |g). Zur
Detektion beider Ausgénge mit nur einem Schirm
wird ein zusitzlicher Spiegel M, genutzt. In den un-
teren Strahlengang wird ein Objekt O mit Transmis-
sionskoeffizient T eingebracht [1]. Dieser héngt di-
rekt mit der Transmissionswahrscheinlichkeit T? ei-
nes Einzelphotons durch das Objekt zusammen. Die
Wahrscheinlichkeit fir Absorption (= Gegenereignis
zu Transmission) betragt entsprechend 1 — T2. Mak-
roskopisch ergibt sich fur Laserstrahlung der in Abb.
2 dargestellte Zusammenhang [2]. Die Absorption
kénnen wir ganz einfach durch einen Verlust-Strah-
lengang |w) modellieren: Ein Photon, das absorbiert
wurde, wird nicht in einem der Strahlengénge |a) bis
|h) zu finden sein [3].

Ein Photon, das durch das Objekt transmittiert, kann
eine Phasenverschiebung erleiden, weil z.B. das Ob-
jekt aus Glas besteht und die Ausbreitungsgeschwin-
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Abb. 3: Zwei Sinusfunktionen mit derselben Amplitude,
die um Ax verschoben sind. Beispielhaft ist hier der raum-

liche Verlauf der elektrischen Feldstarke einer elektromag-
netischen Welle dargestellt (t = const.). Eigene Abbildung

digkeit c im Vergleich zur Lichtgeschwindigkeit ¢y in
Vakuum bzw. Luft verringert ist. Dadurch ist der Bre-
chungsindex charakterisiert: n = co/c. Man kann sich
nun leicht makroskopisch mithilfe elektromagneti-
scher Wellen uberlegen, welche Zusammenhénge
hinter dem Strahlteiler B,, also nach dem Zusammen-
fuhren der zuvor getrennten Teilwellen, zwischen
diesen zwei phasenverschobenen Wellenziigen beste-
hen (Abb. 3):

Oberer Wellenzug in Abb. 1 (blauer Graph):

E, sin(kx), {1}
unterer Wellenzug in Abb. 1 (grauer Graph):
E, sin[k(x — Ax)] . {2}

Dabei ist k =2n/A die Wellenzahl mit der Wellen-
lange A. Der untere Wellenzug ist um Ax nach rechts
verschoben. Um welchen Winkel (bzw. Phase) ¢
muss der untere Wellenzug verschoben werden, da-
mit er wieder in Phase mit dem oberen Wellenzug ist?
In Formeln:

sin(kx) = sin[k(x — Ax) + ¢] . {3}

Offensichtlich ist das allgemein fir m2z = —kAx + ¢
mit m € Z erflllt. Insgesamt ergibt sich also (0.B.d.A.
m = 0):

2mAx 2nfAx 2nfnAx

q)=kAx=—= =

A c co

{4}

Dabei ist ¢ = Af mit der Frequenz f des Lasers bzw.
der Einzelphotonen. Diese Formel beinhaltet — wie
wir noch sehen werden — alle Mdglichkeiten, die
Struktur des Interferenzmusters zu beeinflussen [4].

Mithilfe des Dirac-Formalismus kénnen wir jede Be-
einflussung von Einzelphotonen bzw. von Laserstrah-
lung im Rahmen der zweiten Quantisierung beschrei-
ben. Der einfallende Strahl wird mit |ein) bezeichnet,
die Ubrigen Bezeichnungen der Ket-Vektoren sind
sehr intuitiv [3]-[5]:

Phasenverschiebung ¢:
lein) = exp(id) |aus), {5}
Transmission/Absorption:
lein) = T |transmittiert)
++/1 — T2 |absorbiert). {6}

Jetzt kénnen wir die Bauteile im Interferometer mo-
dellieren [1]:

Spiegel M: |ein) — i |reflektiert), {7}
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Strahlteiler B: |ein) — 1/4/2 (transmittiert)
+ i [reflektiert)), {8}

Objekt O: |ein) = T exp(i¢) [transmittiert)
+/1 — T2[absorbiert). {9}

Man kann sich schnell davon (iberzeugen, dass die
Vektoren, auf welche die Zustande |ein) abgebildet
werden, ebenfalls Zusténde sind. Diese Formeln fas-
sen mathematisch alles kompakt zusammen. Sie ent-
halten bspw. die Information, dass zwischen einfal-
lendem und reflektiertem Strahl an einer Grenzflache
(z.B. Spiegeloberflache oder Strahlteiler) eine Pha-
sendifferenz von m/2 besteht, denn i = exp(in/2).

Vor der Messung eines Einzelphotons mithilfe eines
Schirms oder Detektors kdnnen wir nicht sagen, ob es
absorbiert wurde (Jw)) oder in |g) oder |h) zu finden
sein wird. Wir erwarten also eine Superposition aus
|g), |h) und |w) fur unseren Zustand vor der Messung,
den wir mit |y) bezeichnen. Wir wenden jetzt einfach
obige Formeln Schritt fur Schritt auf unsere Laser-
strahlung bzw. Einzelphotonen im Interferometer an,
nachdem diese auf ein bestimmtes Bauteil getroffen
ist bzw. sind:

Bi: la) = 5 (Ib) +ilo)), {10}
M,: |b) = ile), {11}
M,: |c) = ild), {12}

0: |d) » Texp(id) |o) + V1 — TZ|w), {13}

By lo) = (I +ilg)

& le) = = (Ig) +il), {14}
M: |f) - ilh). {15}

Jetzt kann man alles ineinander einsetzen, um zu er-
halten:

la) = ) = (Ig) — h))
— =T exp(idp) (Ig) + Ih))

—T ). {16}

Das ist genau das, was wir erwartet haben: Eine Su-
perposition aus den Zustanden |g), |h) und |w). Die
Herleitung der Formel des Zustandes |y) ist auch als
Ubung geeignet, genauso wie die weiteren Betrach-
tungen: Mithilfe der Bornschen Regel kénnen wir die
Wahrscheinlichkeiten fiir Detektion in Strahlengang
|g), |h) oder |w) (Absorption) ausrechnen [1]:

B = glW)|* =1 [T* = 2T cos + 1], {17}

1
4
Py = [(h]y)? ==

[T?2 + 2T cos¢p + 1], {18}

1-T2
—

Ry = (wlp)|? = {19}
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Tab. 1: Detektionswahrscheinlichkeiten fiir Einzelphoto-
nen im Mach-Zehnder-Interferometer bei Abwesenheit des
Objektes (T = 1) und Strahlfalle als Objekt (T = 0)

T=1 T=0
Py sin?(¢/2) 1/4
Ph cos2(¢/2) 1/4
Pw 0 1/2

Ax, L

Abb. 4: Optische Achse des Mach-Zehnder-Interferome-
ters in rot. Durch den oberen Strahlengang legt das Licht
den optischen Weg L zuriick, im unteren Strahlengang den
Weg L + Axo. Entfernt man sich entlang des Schirms von
der optischen Achse, nehmen die optischen Weglangendif-
ferenzen ab. Gilt z.B. AXo = mA mit m € N, so ist

Axk = (m — K)A mit k < m. Fur ein auf identische optische
Wegléngen in beiden Teilwellen justiertes Interferometer
(m = 0) gibt es deshalb keine Nebenmaxima. Eigene Ab-
bildung nach [6]

Der Spezialfall T =1 liefert uns die bekannten For-
meln fur das ungestérte Mach-Zehnder-Interferome-
ter (keine Welcher-Weg-Information) und T = 0 ent-
spricht dem Vorhandensein vollstandiger Welcher-
Weg-Information (Tab. 1) [4].

Fir den Fall T = 1 erhalten wir ein Interferenzmuster
auf dem Schirm, da Py und Py von ¢ abhéngen.
Schauen wir uns dazu GIl. {4} nochmal an: Fir ein
ungestortes Interferometer (n = const.) bei Verwen-
dung eines monochromatischen Lasers (f = const.)
héngt ¢ nur von einer Weglédngendifferenz Ax ab. Je-
der Punkt des Schirms steht fiir ein anderes AXx (Abb.
4). Auf der optischen Achse gilt, weil man gerade im
Schulkontext kein perfekt auf identische optische
Wegléngen in beiden Armen justiertes Interferometer
realisiert bekommt, AX = AXo, und mit groRer werden-
dem Abstand von der optischen Achse fallt AX mono-
ton. Weil sin? und cos? periodische Funktionen sind,
gibt es periodisch helle und dunkle Stellen auf dem
Schirm und weil der Laserstrahl rotationssymmet-
risch ist, ergibt sich ein rotationssymmetrisches Inter-
ferenzbild aus hellen und dunklen Kreisen [6]. Insge-
samt ist dem Interferenzbild noch das Laserprofil auf-
gepragt, die Intensitat nimmt also radial exponentiell
ab (Abb. 5 links).

Fur den Fall T =0 hat die Detektionswahrscheinlich-
keit keinen Freiheitsgrad. Hier ist der Schirm

konstant beleuchtet, wobei auch hier wieder das In-
tensitatsprofil radial exponentiell abnimmt (Abb. 5
rechts).

Insbesondere werden in der Schule oder in Lehrver-
anstaltungen an der Universitét diese beiden Spezial-
falle behandelt. Der Spezialfall T =1 wird meist als
Interferenz bezeichnet, weil die Detektionswahr-
scheinlichkeiten von der Phasenverschiebung ¢ ab-
héngen. Fur ein perfekt justiertes Interferometer gilt
z.B. $=0 und Py=0 und Pn=1. Einzelphotonen
werden also nur im Ausgang |h) gemessen.

Tatsachlich sollte man aber fiir den Fall T =1 nicht
nur von Interferenz reden, sondern von Interferenz
mit maximalem Interferenzkontrast, wie wir noch se-
hen werden. Geradezu nattrlich erwéchst namlich die
Frage nach der Gestalt des Interferenzmusters fur alle
Falle 0 < T < 1. Wir schreiben dazu die GlIn. {17}-
{19} fur die Detektionswahrscheinlichkeiten mit tri-
gonometrischen Identitaten kiinstlich um:

P, = T'sin’ % +(1- T)Z%, {20}
P, = T cos? % +(1-T) i, {21}
PW=T-0+(1—T)2§. {22}

Man sieht sehr deutlich, dass fiir alle Falle 0 < T< 1
die Detektionswahrscheinlichkeiten eine Uberlage-
rung aus den beiden Spezialféllen (T=1 und T =0)
bilden. Mit abnehmendem T nimmt der Einfluss der
Summanden ab, die von ¢ abhéngen. Die Sichtbarkeit
der Interferenz wird schlechter. Héatte insbesondere
der zweite Summand (der nicht von ¢ abhingt) den
Koeffizienten 1 — T, dann wiirde die Sichtbarkeit der
Interferenz linear mit T abnehmen. Das Auftauchen
des Koeffizienten (1 — T)? legt aber ein nichtlineares
Verhalten nahe.

2. Interferenzkontrast als physikalische GroR3e

Wir sehen an den Gln. {20}-{22}, dass im Falle eines
Objekts mit Transmission 0 < T < 1 das Interferenz-
bild eine Uberlagerung aus Interferenz mit maxima-
lem Kontrast und keiner Interferenz (konstante Be-
leuchtung) ist. Folglich werden mit abnehmendem T
die Minima immer heller und die Maxima immer
dunkler. Weil immer mehr Photonen absorbiert und
gar nicht detektiert werden, wird das Interferenzbild
im Mittel dunkler. Der Kontrast nimmt rapide ab.

Abb. 5: Detektierte Laserstrahlung fiir den Fall Interferenz
mit maximalem Interferenzkontrast (T = 1, links) und fiir
den Fall eines blockierten unteren Strahlengangs (T =0,
rechts). Eigene Abbildung
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Abb. 6: Abhéngigkeit des Interferenzkontrastes v(T) im
Mach-Zehnder-Interferometer vom Transmissionskoeffi-
zienten T des eingebrachten Objekts. Die Interferenzbilder
reprasentieren von links nach rechts: 0%, 27%, 100% In-
terferenzkontrast. Eigene Abbildung nach [1]
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Um das zu quantifizieren, definiert man den Interfe-
renzkontrast V wie folgt [2]:

Amplitude
Interferenzkontrast = ——b——. {23}
Mittelwert

Die Amplitude ist gegeben durch |lg— In |/2 und der
Mittelwert durch (Ig + 11)/2. Mit Ig = 1Pg und Iy = 1Py
folgt [7]:

_ ltg=tnl _ or
Vv _Ingh_T2+1|COS¢|' {24}
Wir haben bereits diskutiert, dass jeder Punkt auf dem
Schirm fiir ein anderes AX bzw. ¢ steht. Global wird
der Interferenzkontrast nur von T bestimmt. Wir defi-
nieren deshalb den Interferenzkontrast als [1]:

=:v(T). {25}

v T

lcosd|  T2+1
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Abb. 7: Das Objekt 0 ist ein ND-Filter bekannter Trans-
mission. Das Objekt kann beliebig im unteren Strahlen-
gang platziert werden. Die Zerstreuungslinse L, weitet den
Laserstrahl auf, um das Interferenzbild auf dem Schirm zu
vergrdRern. Es genugt fir das Experiment zur Bestim-
mung des Interferenzkontrastes die VVerwendung eines
Schirms in |f) oder |g). Eigene Abbildung
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Gemal unserer Vorbetrachtung hangt der Interfe-
renzkontrast nichtlinear von T ab. Abbildung 6 zeigt
den grafischen Verlauf von v(T). Er enthélt unsere
beiden Spezialfalle: T =1 liefert einen Interferenz-
kontrast von V=1=100% und T=0 ergibt
V =0 = 0%. Dazwischen liegen all unsere Falle mit
Interferenzkontrasten 0 <V < 1. Wir ersetzen unser
Objekt durch einen ND-Filter mit Transmission T2
(Abb. 7). Mit GI. {25} kann man aus dem Transmis-
sionskoeffizienten den Interferenzkontrast bestim-
men. Im Falle von 2% Transmission, d.h. T?2=0.02,
ist T~0.14 und v(T) = 27%.

Im Experiment kann durch die Wahl verschiedener
ND-Filter mit definierter Transmission mithilfe von
Gl. {25} der Interferenzkontrast berechnet werden.
So kann man sehr effizient verschiedene Interferenz-
bilder mit definiertem Kontrast einstellen.

3.Fazit

Das Mach-Zehnder-Interferometer wurde mithilfe
der zweiten Quantisierung quantenmechanisch be-
schrieben. Im Experiment nutzen wir hingegen klas-
sisches Licht. Das ist kein Widerspruch, da die De-
tektionswahrscheinlichkeiten mit relativen Intensita-
ten verknupft werden. So muss das aus der Schule
und aus den ersten Semestern bekannte Wellenmodell
des Lichts nicht aufgegeben werden, da die neue
quantenmechanische Beschreibung daran anknlpft.
Jeder der in der Rechnung auftauchenden GréRen
kann eine reale Grofe im Experiment zugeordnet
werden. Das hilft bei der Charakterisierung von Inter-
ferenz als Wellen- und quantenmechanisches Phano-
men. Insbesondere der Interferenzkontrast kann sehr
leicht charakterisiert werden. Er ist notwendig, um
bei modernen Quantentechnologien wie z.B. Quan-
tenbildgebung die Performanz des Aufbaus zu bewer-
ten. Ein abnehmender Interferenzkontrast kann z.B.
ein Hinweis fir im Aufbau auftretende Absorption
sein. Das bedeutet konkret: Einzel-Photonen gehen
verloren, weil sich Linsen oder Spiegel im Laufe der
Zeit leicht verformen oder verkippen aufgrund von
Temperaturschwankungen, Erschitterungen usw. [8]
Umgekehrt sollte man beim Justieren nur solche
Schritte vornehmen, die den Interferenzkontrast ver-
bessern.
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