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Kurzfassung

In der Vektoranalysis werden Konzepte der Vektorrechnung und der héherdimensionalen Analysis
verknupft, um die physikalisch-technische Welt mathematisch zu beschreiben. Damit stellt sie einen
zentralen Bestandteil universitérer Lehre in der Studieneingangsphase physikalisch-technischer Stu-
diengénge dar; den Studienanfanger:innen bereitet die Vektoranalysis jedoch nachweislich Schwie-
rigkeiten. Vor diesem Hintergrund wurden im Rahmen der niederséchsischen Forderlinie ,,Forde-
rung von OER an Niedersdchsischen Hochschulen” als Kooperation zwischen der Physikdidaktik
der Universitat Gottingen, der Abteilung Computational Material Sciences/Engineering der TU
Clausthal und dem Simulationswissenschaftlichen Zentrum Clausthal-Géttingen innovative Lehr-
/Lernmaterialien zu verschiedenen Konzepten der Vektoranalysis entwickelt. Dies umfasst die Kon-
zeption digital-gestutzter Lernumgebungen sowie wissenschaftsnaher Anwendungsbeispiele unter
Berticksichtigung vielseitiger didaktischer Ansétze, wie multiplen Représentationen, Zeichenaktivi-
taten, Simulationen und eye movement modelling examples (EMME). In flinf Lernmodulen werden
diese als flexibel einsetzbare Open Educational Resources (OER) auf der Plattform ,twillo® flr Stu-

dierende und Lehrende physikalisch-technischer Studiengénge bereitgestellt.

1.Einleitung

Im Zuge der Open Education Bewegung, welche eine
Offnung der Bildung fiir breite Bevolkerungsschich-
ten zum Ziel hat, forcieren Politik und Hochschulen
zunehmend die Entwicklung von Open Educational
Resources (OER; BMBF, 2022). Diese frei verfligba-
ren Bildungsmaterialien stehen unter offener Lizenz
und konnen uneingeschrankt geteilt und verandert
werden (Deutsche UNESCO-Kommission, 2020). So
besteht die Mdglichkeit, die OER an spezifische
Lehr- und Lernkontexte anzupassen und kollaborativ
weiterzuentwickeln. Die Entwicklung von OER bie-
tet sich fur alle Themen und Inhalte an, die hoch-
schulubergreifend in universitaren Lehrveranstaltun-
gen vermittelt werden.

Die Vektoranalysis ist ein solcher Lerngegenstand in
der Studieneingangsphase physikalisch-technischer
Studiengange. Sie verkniipft Konzepte der Vektor-
rechnung und der héherdimensionalen Analysis, um
physikalisch-technische Anwendungen, z. B. in der
Elektrodynamik oder Festkérpermechanik, mathema-
tisch zu beschreiben. Aus der immanenten fachlichen
Relevanz (fur einen Abriss vektoranalytischer Grund-
lagen siehe Anhang) folgt eine groRRe Bedeutung eines
fundierten Verstdndnisses der Vektoranalysis fur
physikalisch-technische Studiengénge. So fanden
Burkholder et al. (2021) einen signifikanten Zusam-
menhang zwischen einer umfangreichen Vorberei-
tung der Vektorrechnung und der Leistung von

Studierenden in einem Einfilhrungskurs zum Elektro-
magnetismus. Weitere Forschungsergebnisse zeigten
jedoch, dass vor allem die flr das physikalische Ver-
standnis relevanten konzeptionellen Hintergriinde
Studierenden Schwierigkeiten bereiten (Singh & Ma-
ries, 2013). Da in der géngigen Praxis hdufig formal-
abstrakte, mathematische Erklarungsansétze genutzt
werden, zeigt sich an dieser Stelle die Notwendigkeit
innovativer Lehr-/Lernmaterialien zur Vektoranaly-
sis. Uber klassische Lehrmittel hinaus ermoglicht die
freie Zugénglichkeit und Modifizierbarkeit solcher
Materialien, dass diese sowohl Lehrenden Anhalts-
punkte bei der Konzeption universitarer Lehrveran-
staltungen liefern, als auch Studierende beim selbst-
gesteuerten Lernen, z. B. zur Wiederholung und Ver-
tiefung von Vorlesungsinhalten, unterstiitzen kénnen.

Vor diesem Hintergrund wird der aktuellen Linie zur
Open Education folgend in diesem Beitrag die Ent-
wicklung forschungsbasierter, multi-représentationa-
ler Open Educational Resources (OER) zur Vektor-
analysis vorgestellt, die auf der visuellen Interpreta-
tion der vektoriellen Feldkonzepte beruhen, Zeichen-
aktivitaten, Simulationen und eye movement mo-
delling examples (EMME) als fachdidaktische Me-
thoden integrieren und aktuelle Anwendungen aus
den Ingenieurswissenschaften aufgreifen.

2.Fachdidaktischer Hintergrund

In diesem Abschnitt werden die empirischen und the-
oretischen Grundlagen fir die Entwicklung der OER
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diskutiert. Zu diesem Zweck werden zunéchst bishe-
rige empirische Ergebnisse zu studentischen Lern-
schwierigkeiten sowie blickbasiertem Problemldse-
verhalten im Umgang mit Vektorfeldern und vektori-
ellen Feldkonzepten zusammengefasst, um anschlie-
Rend den Mehrwert multipler Reprasentationen, so-
wie weiterer didaktischer Methoden, konkret Zei-
chenaktivitaten, Simulationen und eye movement
modelling examples (EMME), zu erlautern.

2.1. Lernschwierigkeiten und Blickverhalten im
Umgang mit vektoranalytischen Konzepten

Der Représentationswechsel zwischen der graphi-
schen Darstellung von Vektorfeldern als Vektorfeld-
diagramm und der algebraischen Beschreibung als
Formel (Gl. 1 Anhang) bereitet Studierenden zahlrei-
che Probleme (Bollen et al., 2017). Neben typischen
Schwierigkeiten im Umgang mit Vektoren, u. a. be-
ziiglich der Verwendung von Einheitsvektoren beim
Skalar- oder Vektorprodukt (Barniol & Zavala,
2014), bereitet Studierenden bei der Konstruktion ei-
nes Vektorfelddiagramms anhand eines algebrai-
schen Formelausdrucks vor allem die Vektoraddition
Schwierigkeiten (Bollen et al., 2017). Beim umge-
kehrten Reprasentationswechsel von der graphischen
zur algebraischen Form stellt vor allem die Verwen-
dung von Einheitsvektoren und die Differenzierung
zwischen Komponenten und Koordinaten ein Prob-
lem dar (Bollen et al., 2017; Gire & Price, 2012).

Neben konzeptionellen Liicken im Umgang mit Vek-
torfeld-Représentationen sind vor allem Lernschwie-
rigkeiten von (Physik-)Studierenden im Umgang mit
vektoranalytischen Konzepten Gegenstand aktueller
Untersuchungen. Diese ergaben zahlreiche Licken
bezuglich der konzeptionellen Erlauterung der Diver-
genz und Rotation eines Vektorfeldes. So fanden Bol-
len et al. (2015) heraus, dass nur etwa 20% der Stu-
dienteilnehmenden bei der Frage nach einer Interpre-
tation von ,,V - F“und ,,V) X Fe konzeptionell antwor-
teten, die Mehrheit gab einen algebraischen Ausdruck
an. Im Hinblick auf die graphische Darstellung von
Vektorfeldern zeigten weitere Untersuchungen, dass
Studierende Schwierigkeiten haben, zu beurteilen, ob
ein Vektorfelddiagram divergenz- bzw. rotationsfrei
ist oder nicht (Ambrose, 2004; Bollen et al., 2015;
Jung & Lee, 2012; Klein et al., 2018; 2019; Pepper et
al., 2012; Singh & Maries, 2013). Auerdem finden
sich bei Studierenden z. T. Vorstellungen tber Diver-
genz und Rotation, die einer wortlichen Ubersetzung
der Begriffe gleichkommen, z. B. Divergenz als ein
»Auseinanderlaufen” des Feldes (Baily et al., 2016;
Bollen et al., 2016; Pepper et al., 2012) oder Rotation
als ,,Biegung von Vektoren* (Baily et al., 2016; Bol-
len et al., 2016; 2018; Jung & Lee, 2012). Weiterhin
findet eine lose Assoziation der Divergenz mit Quel-
len und Senken statt, Rotation wird an der Richtungs-
anderung der Vektoren festgemacht, und sowohl Di-
vergenz als auch Rotation werden als globale Eigen-
schaften eines Feldes aufgefasst (Baily et al., 2016;
Bollen et al., 2018). Singh und Maries (2013)
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summierten treffend, dass selbst Studierende mit
Hochschulabschluss Schwierigkeiten mit den Kon-
zepten der Divergenz und Rotation haben, obwohl sie
wissen, wie diese fir ein gegebenes Vektorfeld ma-
thematisch berechnet werden. Mehrere Studien ver-
tieften diese Forschungslinie und identifizierten zahl-
reiche Lernschwierigkeiten, die sich vor allem auf die
Vektorkomponentenzerlegung und das Konzept der
Kovariation zwischen Feldkomponenten und Koordi-
naten in den partiellen Ableitungen beziehen. So
zeigte sich beispielsweise, dass Studierende die An-
derung eines Vektorpfeils mit seinem Wert verwech-
selten (Pepper et al., 2012). Neben der Divergenz und
Rotation von Vektorfeldern sind bei den Integralsat-
zen von Gaul und Stokes vor allem Weg-, Oberfla-
chen- und Volumenintegrale zentral, welche in ihrer
physikalisch-technischen Anwendung in den Ingeni-
eurswissenschaften zumeist als Summe infinitesima-
ler Anderungen interpretiert werden. Hier fanden
Pepper et al. (2012), dass Studierenden sowohl die
Berechnung als auch die Interpretation dieser Integ-
rale als Summe infinitesimaler Anderungen Probleme
bereitete. Verschiedene Studien in physikalisch-tech-
nischen Kontexten gingen (ber die Untersuchung von
mathematischen Problemldseszenarien der Vektor-
analysis hinaus. Sie zeigten, dass konzeptionelle Li-
cken beziglich vektoranalytischer Inhalte zu einem
unsachgemaRen Verstandnis und Fehlern bei der An-
wendung essentieller Prinzipien in physikalisch-tech-
nischen Anwendungsbereichen fiihren, z. B. in Bezug
auf die Maxwell’schen Gleichungen des Elektromag-
netismus (Bollen et al., 2015; 2016), das Gaul3’sche
Gesetz (Li & Singh, 2017) oder bei konservativen
(Kraft-)Feldern (Ambrose, 2004; Jung & Lee, 2012).

Die beschriebenen Schwierigkeiten bezuglich des
Reprasentationswechsels vom Vektorfelddiagramm
zur Formel sowie der Interpretation vektorieller Feld-
konzepte anhand von Vektorfelddiagrammen konn-
ten durch Analysen der Blickdaten von Studierenden
mittels Eye-Tracking validiert werden (Hahn & Klein
2023a; 2023b; Klein et al., 2018; 2019; 2021). Diese
ermoglichten auBerdem die Identifikation und Cha-
rakterisierung zielfuhrender visueller Verhaltenswei-
sen und Prozeduren im Umgang mit dem Diagramm.
So zeigten Studierende, die Vektorfelddiagramm und
Formel korrekt zuordneten oder die Divergenz eines
Vektorfeldes korrekt bestimmten, ein charakteristi-
sches Blickverhalten auf dem Vektorfelddiagramm.
Dieses spiegelt exekutive Handlungen der Wahrneh-
mung wider und kann mit der zeilen- und spaltenwei-
sen Evaluation der Feldkomponenten entlang der kar-
tesischen Koordinatenrichtungen assoziiert werden
(Hahn & Kilein, 2023a; 2023b; Klein et al., 2018;
2019; 2021).

2.2. Multiple Représentationen, Zeichenaktivité-
ten, Simulationen und eye movement modelling
examples als fachdidaktische Methoden

Ein Uberblick von Smith (2014) uber verschiedene
physikalische Lehrblcher verdeutlicht, dass die
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Divergenz und der Integralsatz von Gauf3 in einfiih-
renden Texten zur Physik in der Regel als mathema-
tischer Ausdruck gegeben allerdings nicht oder nur
unzureichend qualitativ erldutert werden. Auch in
weiterfihrenden Physiklehrbiichern findet kaum eine
geometrische Erlauterung oder Diskussion vektoriel-
ler Feldkonzepte und Integralsatze statt (Smith,
2014). Vor dem Hintergrund der beschriebenen em-
pirischen Forschungsbefunde zu studentischen Lern-
schwierigkeiten und blickbasiertem Problemldsever-
halten im Kontext von Vektorfeldern empfehlen zahl-
reiche Autor:innen daher gezielte Interventionen, die
einen visuellen Umgang mit Vektorfelddiagrammen
und die Kovariation von Komponenten und Koordi-
naten adressieren und fokussieren. Dies unterstitzt
den grundsatzlichen didaktischen Konsens zum Ein-
satz multipler visueller Représentationen, deren Ver-
wendung mit dem Wissenserwerb in Verbindung
steht und denen positive Auswirkungen auf die kog-
nitiven Prozesse von Lernenden zugeschrieben wer-
den (Niemienen etal., 2012; Rau, 2017). Dafir bedarf
es jedoch entsprechender Repréasentationskompeten-
zen, die auf einem Verstandnis davon beruhen, wie
einzelne Représentationen Informationen darstellen
und wie sie miteinander in Verbindung stehen (Ains-
worth, 2006).

Mit Blick auf die Schwierigkeiten von Studierenden
beziiglich der Evaluation vektorieller Feldkonzepte
anhand von Vektorfelddiagrammen entwickelten
Klein et al. (2018) textbasierte Anweisungen zur vi-
suellen Interpretation der Divergenz, die sich zum ei-
nen auf die differentielle Definition anhand der Kova-
riation von Komponenten und Koordinaten (GI. 2 An-
hang) und zum anderen auf die integrale Représenta-
tion Uber den Fluss durch eine Randflache im Sinne
des Gaul3’schen Integralsatzes (Gl. 4 Anhang) bezie-
hen. In einer experimentellen Folgestudie wurde die
Instruktion der differentiellen Strategie zusétzlich
durch Hinweise zur Komponentenzerlegung unter-
stlitzt und anschlielend auf die Rotation eines Vek-
torfeldes Ubertragen (Klein et al., 2019; Gl. 3 An-
hang). Empirische Untersuchungen zur Performanz
der Studierenden ergaben einen guantitativ gemesse-
nen Zuwachs des konzeptionellen Verstandnisses in-
folge der Interventionen. In anschliefenden Inter-
views dufllerten die Proband:innen als Problemquelle
vor allem die Komponentenzerlegung (Klein et al.,
2018), weshalb zwei experimentelle Folgestudien
Zeichenaktivitaten zur Unterstiitzung der visuellen
Interpretation der Divergenz involvierten (Hahn &
Klein, 2021; 2022a; 2023a). Hier zeigte sich neben
positiven Lerneffekten, dass die Skizzierung der
Feldkomponenten die wahrgenommene kognitive
Belastung durch die Anwendung der visuellen Strate-
gie zur Beurteilung der Kovariation signifikant redu-
zieren konnte (Hahn & Klein, 2022a; 2023a). Auf Ba-
sis dieser Ergebnisse wurden multi-reprasentationale
Lernaufgaben zur Vektoranalysis, d. h. zu Divergenz,
Rotation, den Integralsatzen von Gaul und Stokes,
entwickelt (Hahn & Klein, 2022b) und in Ubungen

eines Kurses zum Elektromagnetismus im zweiten
Studiensemester implementiert (Hahn & Kilein,
2023c).

Neben der Unterstiitzung instruktionsbasierten Ler-
nens durch Zeichenaktivitdten zeigten mehrere Ar-
beiten zudem den Mehrwert des Zeichnens beim Ler-
nen mit Simulationen (Kohnle et al., 2020; Wu &
Rau, 2018). So kdnnen Zeichenaktivitaten wahrend
der Nutzung von Simulationen eine Vertiefung des
Verstandnisses der dargestellten Reprasentation un-
terstiitzen und gelten daher als vielversprechender
Ansatz beim (multi-représentationalen) Lernen in den
Naturwissenschaften (Ainsworth et al., 2011; Kohnle
et al., 2020; Wu & Rau, 2018). Dies unterstutzt die
Forderung von Bollen et al. (2016) nach modernen,
digital-gesttzten Unterrichtsszenarien, da der traditi-
onelle Unterricht nicht ausreiche, um ein vollstandi-
ges Verstandnis von Differentialoperatoren zu er-
maoglichen. Ein zudem im Zusammenhang mit multi-
reprasentationalen Instruktionen haufig thematisier-
ter Ansatz sind eye movement modelling examples
(EMME), bei denen die visuelle VVorgehensweise an-
hand der Blickbewegungen eines:einer Experten:in
veranschaulicht und somit gezielt gelenkt wird
(Jarodzka et al. 2013). Ergebnisse einer Wirksam-
keitsstudie von Jarodzka et al. (2013) zeigten ein ziel-
gerichtetes visuelles Verhalten sowie eine verbesserte
Interpretation relevanter Informationen infolge einer
EMME-Intervention. Aufgrund der visuell-rdumli-
chen Anforderungen des Lerngegenstandes eignet
sich insbesondere der Kontext der Vektoranalysis flr
eine solche Intervention (Hahn & Klein, 2023b; Klein
etal., 2021).

3.Praktische Anwendungen von Vektorfeldern

In den Ingenieurswissenschaften gibt es viele Berei-
che, in denen Skalar- und Vektorfelder eine bedeu-
tende Rolle spielen. Im Folgenden werden exempla-
rische Anwendungen der VVektoranalysis in verschie-
denen praktischen Gebieten vorgestellt und auf beste-
hende Simulationen und Programme verwiesen.

3.1. Elektromagnetismus

In der modernen Technik gibt es viele Anwendungs-
beispiele des Elektromagnetismus, von denen einige
auf Vektorfelder zuriickgreifen. Typische Beispiele
hierflr sind der lineare Teilchenbeschleuniger nach
Widerge, der Elektro-Staubabscheider und der elekt-
rische Generator, die auch in den OER aufgegriffen
werden (siehe Kap. 4.2.2). Weitere Anwendungen
des Elektromagnetismus sind Partikelfilter in Raum-
sonden und in magnetisch-induktiven Durchfluss-
sensoren. Grundlage aller Anwendungen sind dabei
die Maxwell’schen Gleichungen, die die wesentli-
chen Zusammenhdnge und Eigenschaften elektri-
scher und magnetischer Felder zusammenfassen. Zu
deren Bestimmung existieren einige kommerzielle
und Open Source Simulationsprogramme. Implemen-
tierungen der Methode finden sich in den kommerzi-
ellen Programmen ANSYS Maxwell und COMSOL
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Multiphysics bzw. im Open Source Code FEMM
(Benkel et al., 2020). Letzteres wird in den hier be-
handelten Modulen zum Nachvollziehen ausgewahl-
ter Beispiele genutzt
(https://vww.femm.info/wiki/Examples).

3.2. Stromungsmechanik

Die Stromungsmechanik als Teilbereich der Mecha-
nik beschaftigt sich mit dem Verhalten von Fluiden.
Mathematisch lasst sich das Stromungsverhalten mit
der Boltzmann’schen Transportgleichung beschrei-
ben, die mit der Lattice-Boltzmann-Methode nume-
risch geldst werden kann. In Situationen mit einer
kleinen freien Weglange kann die Gleichung in die
Navier-Stokes-Gleichungen aus der Kontinuumsme-
chanik Uberfihrt werden. Dazu werden die mathema-
tischen Grundlagen wie Vektorfelder, Divergenz und
Rotation, die Operatoren Nabla und Laplace sowie
der Satz von GauR benétigt (z. B. fur das Reynolds-
Transporttheorem). Aufgrund der verteilten Charak-
teristik der betrachteten Variablen werden diese als
Skalar- und Vektorfelder behandelt. Zu deren Bestim-
mung existiert eine Vielzahl kommerzieller und Open
Source Simulationsprogramme. Unter den kommer-
ziellen Programmen sind vor allem ANSYS Fluent,
ANSYS CFX, COMSOL und STAR-CCM+ verbrei-
tet. Im Open Source Umfeld wird vor allem Open-
FOAM verwendet (Alobaid et al., 2022). Firr einfache
anschauliche Simulationen im Rahmen von OER
kann auch die 2D-Software Energy2d von Charles
Xie (2012) verwendet werden.

3.3. Festkdrpermechanik

Ein weiteres wichtiges Anwendungsgebiet von Ska-
lar- und Vektorfeldern ist die Mechanik von Festkor-
pern. Diese kann in Statik, Festigkeitslehre und Dy-
namik unterteilt werden. Im Rahmen der erstellten
OER-Materialien wird auf mechanische Spannungen
in der Festigkeitslehre, Dynamik und das Gravitati-
onsfeld eingegangen. Mechanische Spannungen und
Verformungen sind zentrale GrofRen zur Auslegung
von Maschinenelementen im Maschinenbau. Da
Kréfte durch Intensitdten und Richtungen charakteri-
siert werden, ist das Verstandnis der Vektorrechnung
fur die Technische Mechanik relevant. Im Allgemei-
nen werden die verschiedenen Spannungen im Span-
nungstensor zusammengefasst. In der Ingenieurspra-
xis werden mechanische Probleme mithilfe der Fini-
ten Elemente Methode (FEM) geldst. Bekannte Im-
plementierungen dieser Methode sind die kommerzi-
ellen Programme ANSY'S, Abacus, NASTRAN und
die Open Source Programme Elmer FEM, FEMM,
CalculiX und FreeFEM (Goubej et al., 2021). Ein
nicht-digitales Aquivalent ist die Spannungsoptik, die
es ermdglicht, Spannungen in Bauteilen direkt sicht-
bar zu machen.

3.4. Populationsdynamik

Die Dynamik von miteinander interagierenden Popu-
lationen ist ein einfaches Beispiel fur nicht-lineare ge-
koppelte Differentialgleichungen. Die Lotka-Voltera-
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Gleichungen bestehen aus zwei Differentialgleichun-
gen erster Ordnung flr ein System von zwei konkur-
rierenden Spezies. Dabei kann eine Spezies als Rau-
ber und die andere als Beute betrachtet werden. Ent-
sprechend ist das Modell auch als R&uber-Beute-Mo-
dell bekannt. Darliber hinaus sind allerdings auch
komplexere Modelle mit mehr als zwei Spezies und
einer detaillierten Betrachtung der beteiligten Spezies
mdoglich. Ein Beispiel hierfir ist die Bibliothek popu-
lation.js des Concord-Consortiums (Horwitz et al.,
2013). Im Rahmen der in Abschnitt 4.2.3 vorgestell-
ten Simulation wird ein vereinfachtes Modell ver-
wendet, das auf den Lotka-Voltera-Gleichungen

. = N;(&; —1N2)
at = —N,(&; — v2Ny)

basiert. Die rechte Seite der Differentialgleichungen
kann als Vektorfeld betrachtet werden; ihre Losungen
sind Kurven, deren Tangentenvektor in jedem Punkt
dem vom Vektorfeld vorgegebenen Vektor ent-
spricht.

4.0pen Educational Resources: Materialentwick-
lung und ausgewahlte Beispiele

Auf Grundlage bisheriger empirischer Ergebnisse zu
studentischen Schwierigkeiten und Strategien, vor
dem Hintergrund der vorgestellten fachdidaktischen
Ansatze und unter Verwendung bereits vorhandener
Materialien und Simulationsprogramme werden im
Folgenden die Entwicklung und Struktur der OER er-
lautert. Ausgewahlte Aufgaben und Materialien wer-
den anschlieBend exemplarisch vorgestellt. Alle OER
befinden sich in der Sammlung ,,Vektoranalysis in
Physik und Technik“ auf dem ,twillo‘-Portal
(https://www.twillo.de/edu-
sharing/components/collections?id=92d9de67-67c4-
4272-a443-0ec33eec34a7&viewType=1). Sie sind in
editierbarem Format hinterlegt und zu den Simulatio-
nen und Web-Anwendungen ist der Quellcode fiir in-
dividuelle Anpassungen einsehbar.

4.1. Materialentwicklung

Die entwickelten OER sind in fiinf Module geglie-
dert, deren Inhalte sukzessive aufeinander aufbauen.
Im ersten Modul wird in die Historie von Vektorfel-
dern eingefiihrt. Das zweite Modul thematisiert ver-
schiedene Représentationsformen von Vektorfeldern,
vor allem als Vektorfelddiagramm, sowie den Wech-
sel zwischen den Formen. Im dritten Modul werden
die differentiellen Definitionen von Divergenz und
Rotation behandelt. Hierbei wird die Kovariation von
Komponenten und Koordinaten fokussiert, indem vor
den eigentlichen Feldkonzepten zundchst partielle
Ableitungen thematisiert werden. Das nachfolgende
Modul adressiert die integrale Definition der Feld-
konzepte. Hier werden zundchst Weg- und Oberflé-
chenintegrale behandelt, um anschlielend differenti-
ale und integrale Herangehensweisen in den Integ-
ralsdtzen von Gaull und Stokes zu verbinden. Im letz-
ten Modul wird das erworbene Wissen auf praktische
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Beispiele aus den Ingenieurswissenschaften ange-
wendet.

Die multi-reprasentationalen OER basieren im We-
sentlichen auf den beschriebenen Vorarbeiten und
entwickelten Lehr-/Lernmaterialien zur Vektoranaly-
sis, insbesondere der Divergenz (Hahn & Klein,
2022b; 2023a). Diese wurden Uberarbeitet, durch Er-
klarungen, EMME, Kurzvideos, Konzeptfragen, (re-
chenbasierte) Ubungsaufgaben und Simulationen er-
ganzt und als OER aufbereitet. Innerhalb der einzel-
nen Module greifen dabei viele verschiedene fachdi-
daktische Methoden und Ansétze ineinander mit dem
Ziel, vielseitige Zugénge zur Vektoranalysis zu er-
moglichen. Dabei bilden das dritte und vierte Modul
den Kern der Lerneinheit, indem sie eine visuelle In-
terpretation von Divergenz und Rotation mithilfe der
spalten- und zeilenweisen Evaluation der Feldkom-
ponenten sowie von Weg- und Oberflachenintegralen
anhand zweidimensionaler Vektorfelddiagramme in-
struieren. Diese wird durch entsprechende Zeichen-
aktivitaten unterstltzt, wie z. B. das Einzeichnen der
Feldkomponenten oder die Skizzierung der Projek-
tion von Feldkomponenten auf die Normalen an eine
Testflache. Der ergdnzende Einsatz von Simulatio-
nen, EMME und Videos dient einer Visualisierung
der Prozeduren und Beziehungen zwischen verschie-
denen Teilkonzepten, z. B. der Verbindung von diffe-
rentieller und integraler Definition in den Integralsét-
zen. Die Verknupfung digitaler Tools mit weiteren
Methoden erfolgt hierbei z. B. durch Abzeichnen aus
der Simulation, oder indem Ergebnisse mithilfe der
Simulation Gberprift werden. Dariber hinaus enthal-
ten die Module Konzeptfragen und Ubungsaufgaben
zur Vertiefung und Routinisierung des Gelernten. Das
flnfte Modul integriert abschlieend eine Anwen-
dung auf konkrete Beispiele aus den Ingenieurswis-
senschaften anhand bereits bestehender sowie zusatz-
lich entwickelter Simulationen und WebApps.

4.2. Ausgewahlte Beispiele

Digital-gestiitzte Visualisierungen sind ein wesentli-
cher Bestandteil der entwickelten OER. In diesem
Abschnitt werden daher drei entwickelte Simulatio-
nen und ihre Integration in die entsprechenden Mo-
dule kurz vorgestellt.

4.2.1. Vektorfeld-Simulation v3ctor

Zur Visualisierung der zentralen vektoranalytischen
Konzepte der OER, d.h. Feldkomponentenzerlegung,
partielle Ableitungen, Weg- und Oberflacheninteg-
rale, involvieren das zweite, dritte und vierte Modul
verschiedene Features der Vektorfeld-Simulation
v3ctor (Abb.1). Mit Blick auf die vorgestellten theo-
retischen Hintergriinde greift die Simulation empiri-
sche Erkenntnisse tber die Schwierigkeiten von Ler-
nenden im Kontext der Vektoranalysis auf und nutzt
interaktive und dynamische Features zur Unterstit-
zung der visuellen Interpretation der vektoriellen
Feldkonzepte und Integralsatze. Konkret visualisiert
die Simulation zweidimensionale Vektorfelder und
ihre Feldkomponentenzerlegung, unterstiitzt eine

punktweise Auswertung von Divergenz und Rotation
und ermdglicht das Einzeichnen von Rechtecken zur
Bestimmung von Weg- und Oberflachenintegralen
(Abb.1). Die Integration von v3ctor in die beschrie-
benen Module erfolgt dabei anhand konkreter Ar-
beitsauftrage, beispielsweise auf folgende Weise:

Betrachten Sie das Vektorfeld C (x,y) mit
C(x,y) = xyé, + &,.Beurteilen Sie fur jeden der
vier Quadranten, wie sich die Feldkomponenten
der Vektoren entlang der x- bzw. y-Richtung ver-
andern und schlieRen Sie daraus, ob die Diver-
genz innerhalb der Quadranten jeweils positiv,
negativ oder Null ist. Uberpriifen und begriinden
Sie lhr Ergebnis mithilfe einer Rechnung. [Drittes
Modul zur Divergenz und Rotation]
Nutzen Sie die Simulation, um den Fluss von
E(x, y) durch den Rand eines Quadrates der Kan-
tenlange 1 zu bestimmen. Zeigen Sie rechnerisch,
dass der Wert mit der linken Seite des Satzes von
Gaul Ubereinstimmt. [Viertes Modul zum Satz
von Gaul? und Stokes]

[] vere Vedi Vecu =

Eine forschungsbasierte Simulation zu Vektorfeldern Divergenz und Curl

Abb.1: Benutzeroberfliche der Simulation v3ctor
(https://wwwuser.gwdg.de/physik.didaktik/v3ctor.html).

4.2.2. Generator-Simulation

Wie bereits beschrieben, spielen Vektorfelder in der
Elektrotechnik eine wichtige Rolle. Im Rahmen des
vierten Moduls wird dieses Anwendungsfeld anhand
des Beispiels eines Generators mit einer interaktiven
Generator-WebApp (Abb.2) thematisiert. Die Simu-
lation visualisiert die Induktion in einem Generator in
Abhéngigkeit von der Feldstirke des Magnetfelds,
der Drehzahl des Rotors und des Lastwiderstands.
Die Benutzeroberflache erlaubt eine Anpassung der
relevanten GroRen, wobei der zeitliche Verlauf von
Spannung und Stromstarke im nebenstehenden Dia-
gramm dargestellt wird. Fur fortgeschrittene Ler-
nende kann auch auf das Rotor-Motion-Tutorial von
FEMM verwiesen werden, das detailliertere numeri-
schen Berechnungen erlaubt
(https://www.femm.info/wiki/RotorMotion).

Eine exemplarische Aufgabenstellung im Modul lau-
tet:

Wiederholen Sie die physikalischen Grundlagen
des Elektromagnetismus und der Induktion. Be-
rechnen Sie die zeitlichen Verlaufe der Spannung

127


https://wwwuser.gwdg.de/physik.didaktik/v3ctor.html
https://www.femm.info/wiki/RotorMotion

Hahn et al.

und Stromstarke von Hand fiir die unten genann-
ten Werte und skizzieren Sie die berechneten
Spannungs- und Stromstarkeverlaufe:

o Feldstarke: 0.1 mT, 2 mT

e RPM: 0, 20, 100

e Lastwiderstand: 1 kQ, 10 kQ
Machen Sie sich mit der Generator-WebApp ver-
traut und testen Sie alle Features. Verandern Sie
nun Feldstarke, Drehzahl und Lastwiderstand in
der Simulation und beobachten Sie den Einfluss
auf Spannung und Stromstérke. Erldutern Sie an-
hand einer geeigneten Skizze der Rotation im
Magnetfeld die Verldufe von Spannung und
Stromstarke.

Abb.2:  Benutzeroberfliche der Generator-WebApp
(https://oer.simzentrum.de/generator.html). Modifiziert
nach https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Generator.
svg (Creativ Commons CCO0).

4.2.3. Populationsdynamik-Simulation

Die Anwendung von Vektorfeldern in der Populati-
onsdynamik wird mithilfe einer Populationsdynamik-
WebApp visualisiert
(https://oer.simzentrum.de/rabbit-evolution.html),
die numerische Losungen der Lotka-Volterra-Glei-
chungen fir zwei konkurrierende Spezies veran-
schaulicht. Dabei wird zum einen die voneinander ab-
héngige Veranderung der beiden Spezies (linkes Dia-
gramm) und zum anderen die sich zeitlich veréan-
dernde Population beider Spezies in Abhéngigkeit der
Zeit (rechtes Diagramm) graphisch dargestellt. Je
nach gewdahlten Anfangswerten (initiale Populations-
grolRen, Fressrate, Fortpflanzungsraten und Sterbe-
rate) konnen dabei geschlossene Verlaufe um veran-
derliche Fixpunkte beobachtet werden.

Durch gezielte Manipulation der verschiedenen Ein-
flussgroBen in der Populationsdynamik-WebApp
kann deren Einfluss auf die Populationsentwicklung
systematisch untersucht werden. Ein entsprechender
Arbeitsauftrag im Modul lautet beispielsweise:

Wiederholen Sie die Grundlagen der Lotka-Vol-
terra-Gleichungen. Machen Sie sich anschlieRend
mit der Populationsdynamik-WebApp vertraut
und testen Sie alle Features. Verandern Sie die
verschiedenen EinflussgréRen ausgehend von den
voreingestellten Werten und beobachten Sie ihren
Einfluss auf die angezeigten Graphen. Diese stel-
len neben dem eigentlichen Verlauf das dem Ver-
lauf zugrundeliegende Vektorfeld dar. Leiten Sie
aus der Simulation Regeln fur die zeitlichen Mit-
telwerte und die zeitliche Verénderung der Popu-
lationsgroRRen ab.
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5.Fazit und Ausblick

Die entwickelten OER werden bereits in université-
ren Lehrveranstaltungen zur numerischen Stro-
mungsmechanik (TU Clausthal) und zum Elektro-
magnetismus (Universitat Gottingen) eingesetzt. Dar-
Uber hinaus werden diese kontinuierlich erweitert, op-
timiert und ihre Wirksamkeit, z. B. beziglich des
Mehrwerts von eye movement modelling examples
fir den Lernkontext der Vektoranalysis, in empiri-
schen (Implementations-)Studien untersucht. Alle
Uberarbeitungen und Ergebnisse flieBen in die OER
ein, deren aktuelle Version jederzeit auf dem ,twillo‘-
Portal frei zur Verfiigung steht, geteilt und verandert
werden kann.
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Anhang

Ebene Vektorfelder im R? werden typischerweise al-
gebraisch durch die Komponentenzerlegung

v(x, v,z2=0) =v,(x,y)é, + vy(x' y)éy {1}
(x-Komponente v,, y-Komponente v, Kartesische
Einheitsvektoren é, und é,) oder graphisch mithilfe
von Pfeilen, dargestellt, welche Richtung und Betrag
des Feldes in jedem Punkt reprasentieren. Fur die
physikalisch-technische Anwendung sind besonders
die Eigenschaften des Feldes relevant. So gibt die Di-
vergenz eines ebenen Vektorfeldes ¥(x,y, z = 0)

d d
7% v + 3y vy {2}
in ihrer differentiellen Definition Uber die partiellen
Ableitungen 9/0x und d/dy Aufschluss Uber die
Quellen und Senken von ¥ und seine Rotation
o2 N

rotv=va=(avy—@vx)ez {3}
indiziert seine Wirbelstarke. In ihrer Anwendung
werden hdufig die integralen Definitionen der vekto-
riellen Feldkonzepte verwendet, die sich aus den In-
tegralsétzen von Gauf,

jdivﬁdvzf 3. (4}
v av

(far ein Volumen V mit der Oberflache dV, dem Vo-

lumenelement dV und dem Flachendifferential di),
und Stokes,

frotﬁ-dﬁ=fﬁ-d7 (s}
0A

A
(far eine Flache A mit der Randkurve 94, dem FIl&-
chendifferential d7i und dem vektoriellen Wegele-

ment d1), ergeben. Der GauB’sche Integralsatz stellt
hierbei eine Relation zwischen der Divergenz eines
Vektorfeldes und dem Fluss durch eine Randflache
her, wahrend der Stokes’sche Integralsatz die Rota-
tion eines Vektorfeldes mit der Zirkulation entlang ei-
ner Randkurve verbindet. Diese Satze und die daraus
resultierenden Zusammenhénge fassen die wesentli-
chen Eigenschaften von Vektorfeldern zusammen.

. - = -
divv=V-v =
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