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Kurzfassung 

In diesem Beitrag stellen wir ein topologisches Modell für Quantenverschränkung vor. Das Modell 
kann auch ohne Kenntnis der mathematischen Hintergründe genutzt werden, um das Konzept der 
Ununterscheidbarkeit und des Zufalls in der Quantenphysik erfahrbar zu machen. Unser Ansatz ba-
siert auf der geometrischen Deutung der Topologie eines einzelnen, sowie eines Paars von Qubits 
im Hilbertraum. Wesentlich ist hierbei das sogenannte Hopf-Mapping vom Hilbert-Raum auf die 
Bloch-Kugel, und eine Verallgemeinerung des sogenannten Dirac’schen Gürteltricks. 
 
 

 
1. Einleitung 

Durch die aktuelle sogenannte zweite Quantenrevolu-
tion werden Themen wie die Quantenverschränkung 
immer mehr aus einer anwendungsbezogenen Per-
spektive heraus diskutiert. Durch diese Entwicklung 
entsteht auch die Notwendigkeit, für die Ausbildung 
auf unterschiedlichen Niveaus geeignete Modellie-
rung von Quantenverschränkung zu entwickeln und 
zu evaluieren. In diesem Beitrag stellen wir ein topo-
logisches Modell für Ununterscheidbarkeit und Ver-
schränkung vor, welches auch ohne Kenntnisse der 
zugrundeliegenden Mathematik genutzt werden kann 
und somit möglicherweise auch für die Schule geeig-
net erscheint. Eine Evaluation dieser Hypothese steht 
aber noch aus. Das Modell beruht auf bekannten ma-
thematischen Modellen aus der Knotentheorie zur 
Geometrie im Hilbertraum [1], sowie einer Verallge-
meinerung des Dirac’schen Gürteltricks [2-4]. Für 
technische Einzelheiten verweisen wir auf diese Pub-
likationen, sowie auf [5]. In Kapitel 2 führen wir eine 
topologische Interpretation von Quaternionen ein, 
wenden diese in Kapitel 3 auf Qubits an, und verall-
gemeinern in Kapitel 4 auf ein Paar verschränkter 
Qubits. In Kapitel 5 diskutieren wir Grenzen des Mo-
dells und geben in Kapitel 6 einen Ausblick. 

 

2. Kreuzprodukt der Quaternionen? 

Quaternionen als Verallgemeinerung von komplexen 
Zahlen wurden unabhängig voneinander von Rodri-
gues (1840) und Hamilton (1843) entdeckt. Die drei 
Quaternionen (I, J, K) genügen folgender Algebra: 

 

 
� � �  

Eine topologische Deutung der Quaternionen – völlig 
unabhängig von der Anwendung in der 

Quantenphysik – als Drehung um 180°, wie in Abbil-
dung 1 zu sehen, ist seit langem in der Mathematik 
bekannt [1]. Leider geriet der Gebrauch von Qua-
ternionen ab ca. 1880 mehr und mehr in den Hinter-
grund, da sich das in vielen Aspekten äquivalente 
Rechnen mit Skalar- und Kreuzprodukten in der Phy-
sik durchsetzte, u.a. durch den Einfluss von Heaviside 
und Gibbs. Aus heutiger Sicht ist dies durchaus be-
dauerlich, denn würden in den mathematischen 
Grundvorlesungen heute – ähnlich wie bis Mitte des 
19. Jhd. üblich – Quaternionen eingeführt, wäre der 
Weg zu einer topologischen Deutung der Quanten-
physik sehr viel leichter: In der Sprache der Quanten-
physik sind Quaternionen Spin-Flip-Operatoren.  

 
Abb.1: Anwendung eines Quaternions bewirkt eine Dre-
hung um 180° in , , bzw. -Richtung. 

  

3. Spin 1/2 

Die Drehung der Wellenfunktion eines Spin-½-Zu-
stands um 360° bzw. die zweimalige Anwendung 
desselben Spin-Flip-Operators (z.B. I) führt einem 
Vorzeichenwechsel. Erst nach 720° ist der Ausgangs-
zustand wieder erreicht, � , siehe Abbildung 2. 

Topologisch äquivalent hierzu ist die Beschreibung 
einer 720°-Drehung auf einem Möbius-Band, da bei 
einem Möbiusband auf der Oberfläche ebenfalls erst 
nach einer Zurücklegung von 720° der Ausgangs-
punkt wieder erreicht wird. 
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Abb.2: Eine Drehung um 720° ist äquivalent zu keiner 
Drehung. Dies ist die Kernaussage des sogenannten 
Dirac’schen Gürteltricks. 

Betrachtet man nur dem Rand des Möbius-Bandes, 
ergibt das sich in Abbildung 3 gezeigte Modell für die 
Drehung eines einzelnen Qubits. Anstatt das Qubit zu 
drehen, könnte man auch sagen, dass der Betrachter 
sich zweimal um das Qubit im Hilbertraum dreht, und 
so einen Eindruck von dessen Topologie gewinnt. Ein 
Möbius-Band kann rechts- oder links getwistet sein. 
In der Sprache von Quantenzahlen entspricht dies 

. 

 

 
Abb.3: Der Rand eines links- (L) bzw. rechts- (R) getwis-
teten Möbiusbandes. 

4. Modell eines verschränkten Zustands 

 
Abb.4: Topologisches Modell eines verschränkten Zustan-
des als Unknoten. 

Wir betrachten in diesem Beitrag als Beispiel den ver-
schränkten Bell-Zustand 

 
�  

 

Die Überlagerung von Rechts- und Linkstwist über-
setzt sich topologisch in einen Unknoten, der aller-
dings virtuell einen Rechts- und Linkstwist enthält. In 
Abbildung 5 zeigen wir in (1) und (2) den Unknoten 
in diesen zwei topologisch äquivalenten Konfigurati-
onen (die 720°^2-Drehung aus Abbildung 2 ist 

topologisch äquivalent zum Übergang (1) (2)). Sol-
che Verdrehungen von Phasen ohne Änderung der 
Topologie und somit von beobachtbaren Größen ist 
auch als Eichprinzip bekannt, was eine Säule des 
Standardmodells der Elementarteilchenphysik ist.  

Wie kommen wir nun vom verschränkten Zustand zu 
lokal messbaren Teilchen? Jede Messung bewirkt 
eine Änderung der Topologie: Wie in Abbildung 3 
gezeigt, werden Rechts- und Linkstwist voneinander 
getrennt, und es entstehen einzelne rechts- und links-
getwistete Spin ½-Zustände.  

Vor der Messung gibt es weder einen rechts- noch ei-
nen linksgetwisteten Zustand - beide sind ununter-
scheidbar und zu einem Unknoten verschmolzen.,  

Nach der Messung messen die Detektoren  und  
(Alice und Bob) beide jeweils einen Spin ½-Zustand, 
wie in Abbildung 3 gezeigt. Es ist offensichtlich, dass 
zwischen beiden eine starke Korrelation besteht: 
Wenn Alice L misst, misst Bob R, oder umgekehrt. 
Wer welchen Zustand bekommt, ist eine Zuschrei-
bung bzw. eine Unterscheidung, die zufällig sein 
muss, denn erst durch solch eine Zuschreibung ent-
stehen diese beiden Möglichkeiten [4].   

 

 
Abb.5: Ein topologisches Modell für Verschränkung und 
Quantenzufall 

 

Diese Grundidee kann in vielen weiteren interessante 
Anwendungen genutzt werden, z.B. bei Auswahlre-
geln [2], bei Kontextualität und als ein topologisches 
Argument gegen Viele-Welten-Theorien [3]. 

 

5. Grenzen des Modells 

Wir haben in diesem Beitrag bewusst auf technische 
Einzelheiten verzichtet, da diese für ein qualitatives 
Verständnis keinerlei Bedeutung haben. In diesem 
Abschnitt wollen wir allerdings einige „Risiken und 
Nebenwirkungen“ des in Abbildung 5 vorgestellten 
Modells aus physikalisch-mathematischer, sowie aus 
didaktischer Sicht diskutieren. 

Mathematisch-Physikalisch:  

 Die komplexen Amplituden  eines 
einzelnen Qubits beschreiben geometrisch 
eine dreidimensionale Kugeloberfläche in 
vier Dimensionen. Das Aufblättern in inva-
riante Torii kann immer nur in Bezug auf 
eine gegebene Achse gemacht werden (was 
durch die Basiswahl erfolgt). Wir 
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modellieren nur einen einzelnen solchen 
Torus. Genau genommen müsste also in Ab-
bildung 5 mit einem Torus gearbeitet wer-
den, in den ein virtueller  Dehn Twist ge-
setzt wird (Übergang (1) nach (2)). Beim 
Aufschneiden entstehen dann nicht zwei 
Möbius-Bänder, sondern zwei Klein’sche 
Flaschen. Vereinfachend arbeiten wir mit 
dem Möbius Band-Modell. 

 
Abb.6: Topologisches Modell eines verschränkten Zustan-
des als Unknoten. 

 Die einfache Hopf-Fibration führt zu Groß-
kreisen, die jeweils einmal verlinkt sind. Da-
raus ergeben sich  innere Twists. Erst 
beim Übergang von 720° auf 360° werden 
diese Hopf-Kreise zu einem Dirac Gürtel 
bzw. dem doppelt aufgewickelten Möbius-
Band. Bei der doppelten Aufwicklung ergibt 
sich dann beim Möbius-Band ein Twist, wie 
in Abbildung 3 gezeigt.  

 Die Konstruktion kann auf beliebigen Spin j 
verallgemeinert werden, wobei die Hopf-
Fibration zunächst von 2 -mal verlinkten 
Großkreisen zu  inneren Twists führt. 
Der Übergang von 720° auf 360° führt dann 
zu einer doppelten Aufwicklung mit 
2 Twists. Bei ganzzahligem Drehimpuls 
j=l entspricht das dem Faktor ��� der Ku-
gelflächenfunktion ��. Bei Spinzuständen 
ergeben sich Möbius-Bänder mit (1, 3, 5, …) 
Twists für Spin ½, 3/2, 5/2, etc. [6]. 

 Die komplexen Amplituden  eines 

Paars von Qubits ergeben eine siebendi-
mensionale Kugeloberfläche in acht Dimen-
sionen. Die Geometrie dieser Räume ist gut 
verstanden und beschrieben [5]. Wir be-
trachten hier besonders einfache und sym-
metrische Strukturen. Tatsächlich können 
aber in der Ausgangskonfiguration in Abbil-
dung 5 bereits Twists enthalten sein, abhän-
gig vom Gesamtspin des Bell-Zustands und 
dem gewählten Schnitt durch die dreidimen-
sionale Geometrie, die durch die komplexen 
Zahlen  beschrieben wird. 

Wir verzichten an dieser Stelle auf eine noch genau-
ere Beschreibung der technischen Details und verwei-
sen auf die Literatur. 

 

Didaktisch: 

 Unsere Darstellung durch Möbiusbänder ist 
abstrakt und damit nicht gestalttreu. Schüle-
rinnen und Schüler könnten fälschlicher-
weise annehmen, dass ein Spin wortwörtlich 
ein Band ist, nachdem sie mittels unseres to-
pologischen Modells ein mentales Modell 
von Verschränkung und Spins aufgebaut ha-
ben.   

 Schülerinnen und Schüler assoziieren mit 
Teilchen – wie beispielsweise Elektronen – 
häufig einfache Körper, wie zum Beispiel 
Kugeln. Eine große Problematik in der 
Quantenphysik ist es, anschlussfähige Bil-
der an diese sehr rudimentären Bildern dar-
zubieten. Inwieweit unsere topologische 
Modellierung anschlussfähig an bisherige 
Vorstellungen ist bzw. in der Lage ist, neue 
Konzepte aufzubauen, bleibt es empirisch zu 
untersuchen. 

Trotz dieser „Gefahrenstellen“ wollen wir den poten-
ziellen Nutzen unserer Modellierung unterstreichen: 
Unsere topologischen Modelle bieten eine verein-
fachte veranschaulichte Darstellung der funktionalen 
Vorgänge von Verschränkung und Spins. Im europä-
ischen Schulkontext sind diese beiden physikalischen 
Konzepte noch nicht zu finden, werden aber absehbar 
in naher Zukunft integriert [7]. Somit bieten die Mo-
delle eine Möglichkeit, diese beiden Konzepte von 
Grund auf neu zu verstehen und korrespondierende 
mentale Modelle aufzubauen. 

Es ist nicht einfach, Aussagen über „gute“ Modelle zu 
treffen, da oft auch situationale Aspekte bei solch ei-
ner Einordnung zu berücksichtigen sind. Trotzdem 
wollen wir jedoch abschließend noch einige sehr viel-
versprechende Aspekte unserer Modellierung nen-
nen, die allerdings noch empirisch zu untersuchen 
sind: 

1. Um einen Fokus auf die Funktionsweise ei-
nes Modells zu legen, bietet es sich an, ein 
Aussehen zu wählen, welches leicht als 
nicht realitätstreu empfunden werden kann. 
Wir hoffen, dass sich dies leichter mit unse-
rem Modell klar machen lässt als z.B. mit 
Spins als „drehenden Kugeln“. 

2. Es sollten nicht zu viele „irrelevante“ Funk-
tionen aus dem Modell herausgelesen wer-
den können, um nicht von den wichtigen 
Aspekten abzulenken. Die Funktionen in 
unserem Modell sind relativ begrenzt – al-
les was gemacht wird sind Verdrehungen 
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und Verbindungen und Trennungen von 
Bändern. 

3. Unsere Modelle sind vergleichsweise ein-
fach und können auf verschiedene Art und 
Weisen präsentiert werden. So ist es mög-
lich, rein haptisch mit Papierstreifen zu ar-
beiten, oder mit Animationen und Simulati-
onen.. Konkret bietet das Programm Antit-
wister für j=1/2 dieselben topologischen In-
formationen wie uns einfaches Modell. 
Aufgrund dieser Einfachheit kann im Ge-
gensatz zu diesem Programm jeder Spin j 
modelliert werden. Im Prinzip könnte dies 
auch mit vielen Faserbündeln in Antitwister 
in programmiert werden, dies ist aber noch 
nicht erfolgt. 

4. Die Papierstreifen sind anschlussfähige 
Modellierungen an sowohl die Konzepte 
„Spin“ als auch der Modellierung der 
Atomhülle mittels Elektronenwellenfunkti-
onen [8]. Sie müssen somit nicht allein im 
Unterricht stehen. 

 

6. Diskussion und Ausblick 

Durch den immer höheren Stellenwert der Quanten-
technologien zweiter Generation in Wirtschaft und 
Bildung wird mit absehbar die Thematik der Ver-
schränkung und Ununterscheidbarkeit curricular rele-
vant werden. Bisherig gibt es keine haptischen Mo-
dellierungen auf Niveau der Sekundarstufe II. Wir 
hoffen, durch fachlich fundierte Modelle einen intui-
tiven Zugang zu dieser komplexen Thematik zu eröff-
nen. Ob und wie diese für den Aufbau von Konzept-
verständnis im Bereich Quantenphysik lernwirksam 
sind, ist allerdings noch ungeklärt. Im Gegensatz zum 
rein mathematisch-formalen Zugang, der mit Sicher-
heit im Kontext Schule nicht tauglich ist, steht durch 
unser haptisches Modell zumindest ein konkreter An-
satz zur Verfügung, der empirisch untersucht werden 
kann.    
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