Didaktik der Physik
Fruhjahrstagung — virtuell 2022

Vektorielle Feldkonzepte verstehen durch Zeichnen?
Erste Wirksamkeitsuntersuchungen

Larissa Hahn*, Pascal Klein*

*Georg-August-Universitat Gottingen, Didaktik der Physik, Friedrich-Hund-Platz 1, 37077 Gottingen
larissa.hahn@uni-goettingen.de

Kurzfassung

Divergenz und Rotation sind (vektorielle) Differentialoperatoren, die als Quell- bzw. Wirbelstérke
von Vektorfeldern interpretiert werden kdnnen und mit den Integralsdtzen von GauR und Stokes
einen zentralen Bestandteil der VVektoranalysis bilden. Im Elektromagnetismus treten sie prominent
in den (differentiellen) Maxwell’schen Gleichungen hervor und verbinden beispielsweise elektri-
sche und magnetische Felder mit den physikalischen GroRen der lokalen Ladungs- und Stromdichte.
Die Integralsédtze von Gaull und Stokes fulhren hier zu Integraldarstellungen dieser Maxwell’schen
Gleichungen, den Gesetzen von Gau und Ampere. Fir die physikalische Anwendung ist dabei ne-
ben der mathematischen Berechnung vor allem ein konzeptionelles Verstandnis dieser Feldkonzepte
von Bedeutung, welches Studierenden jedoch im Gegensatz zu algebraischen Berechnungen héufig
Schwierigkeiten bereitet. Bisherige Forschungsergebnisse betonen daher die Notwendigkeit zur For-
derung des konzeptionellen Verstandnisses und zur Verbindung zwischen mathematischem und
qualitativem Wissen u. a. durch multi-représentationale Zugénge. Zu diesem Zweck stellt dieser
Beitrag die Entwicklung multi-représentationaler Lernaufgaben zur VVektoranalysis vor, die empiri-
sche Forschungsergebnisse zu studentischen Lernschwierigkeiten aufgreifen und Zeichenaktivitaten
zur Forderung von Reprasentationskompetenzen integrieren. Neben der theoretischen Fundierung

der Materialentwicklung werden Beispiele konkreter Lernaufgaben vorgestellt.

1.Einleitung

Vektorfelder sind integraler Bestandteil der Elektro-
dynamik und finden dariiber hinaus Anwendung in
vielen Teilgebieten der Physik, z. B. der (Fluid-) Me-
chanik. Ebene Vektorfelder im R? kénnen anhand ei-
ner Orthonormalbasis aus den kartesischen Einheits-
vektoren é, und é,, definiert werden, sodass sich die
Vektoren des Vektorfeldes durch die Komponen-
tenzerlegung

v(x,y,z = 0) = v, (x,y)é, + Uy(x')’)éy {1}

(x-Komponente v, und y-Komponente v,) als Line-
arkombination der kartesischen Einheitsvektoren dar-
stellen lassen. In der physikalischen Anwendung ist
auBerdem eine aquivalente Darstellung in nicht-kar-
tesischen Koordinaten, z. B. in Polarkoordinaten

v(r, @) = v, (r,)é, + Vo (r, (p)éqo , {2}

haufig von Vorteil. Neben der algebraischen Form
werden Vektorfelder typischerweise graphisch mit-
hilfe von Pfeilen dargestellt, die die Richtung und den
Betrag des Feldes in jedem Punkt représentieren.

Im Zusammenhang mit der Darstellung einer GroRe,
z. B. einer Geschwindigkeit, als Vektorfeld sind be-
sonders die Eigenschaften des Feldes von Bedeutung
fur die physikalische Anwendung. So gibt die Diver-
genz eines ebenen Vektorfeldes ¥(x,y,z = 0)

R 0
d1vv=V-v=avx+@vy {3}

mit den partiellen Ableitungen :—x und % Aufschluss

Uber die Quellen und Senken von ¥ und seine Rota-
tion
t3=Vx¥= g g 3 {4}
rotv = v—(axvy ayvx)ez

indiziert die Wirbelstarke des Feldes. Mit Blick auf
die integrale Darstellung der Maxwell‘schen Glei-
chungen sind diese vektoriellen Feldkonzepte in der
Elektrodynamik insbesondere in den Integralsdtzen
von Gauf,

fdivﬁdejg 5 d (s}
v av

(far ein Volumen V mit der Oberflache dV, dem Vo-
lumenelement dV und dem Flachendifferential dn),
und Stokes,

-

J-rotﬁ-dﬁ=fﬁ-dl (6}
A

0A

(far eine Flache A mit der Randkurve 94, dem FIlé&-
chendifferential d#i und dem vektoriellen Wegele-

ment dl), von Bedeutung. Wihrend der GauB*sche
Integralsatz eine Relation zwischen der Divergenz ei-
nes Vektorfeldes und dem Fluss durch eine
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Randfl&che herstellt, verbindet der Stokes‘sche Integ-
ralsatz die Rotation eines Vektorfeldes mit der Zirku-
lation entlang einer Randkurve. Diese Sétze sind von
groRer Relevanz firr das Herzstiick des Elektromag-
netismus, die Maxwell’schen Gleichungen, die die
wesentlichen Zusammenhénge und Eigenschaften
elektrischer und magnetischer Felder zusammenfas-
sen. Dementsprechend hoch ist die Bedeutung eines
fundierten Verstandnisses vektorieller Feldkonzepte
fir das Physikstudium. So ergab eine Studie von
Burkholder et al. (2021) einen signifikanten Zusam-
menhang zwischen einer umfangreichen Vorberei-
tung der Vektorrechnung und der Leistung von Stu-
dierenden in einem Einfihrungskurs zum Elektro-
magnetismus. Weitere Forschungsergebnisse zeigten
auBerdem, dass Studierende kaum Probleme mit den
mathematischen Grundlagen der vektoranalytischen
Konzepte hatten; die fur das physikalische Verstand-
nis relevanten konzeptionellen Hintergriinde bereite-
ten ihnen jedoch Schwierigkeiten (z. B. Bollen et al.,
2015; Pepper et al., 2012; Singh & Maries, 2013). Da
in der gangigen Praxis haufig formal-abstrakte, ma-
thematische Erklarungsansitze genutzt werden
(Smith, 2014), zeigt sich an dieser Stelle die Notwen-
digkeit neuer Zugénge zu vektoriellen Konzepten und
den entsprechenden Integralsétzen.

Waéhrend die Darstellung von Vektorfeldern als al-
gebraische Gleichung fiir quantitative Berechnungen
nitzlich ist, bieten Vektorfelddiagramme den Vorteil,
viele Eigenschaften des Feldes auf einen Blick darzu-
stellen. Im Sinne eines multi-reprasentationalen An-
satzes bietet die Integration von Formeln und Vek-
torfelddiagrammen in Lernaufgaben zur Vektorana-
lysis somit die Mdoglichkeit, die Entwicklung eines
umfassenden, sowohl operationalen als auch konzep-
tuellen, Wissens zu unterstutzen. Daher wird in die-
sem Beitrag die Entwicklung forschungsbasierter,
multi-représentationaler Lernaufgaben zur Vektor-
analysis vorgestellt, die auf der visuellen Interpreta-
tion der vektoriellen Feldkonzepte beruht und zudem
Zeichenaktivitaten und digitale Tools als fachdidakti-
sche Methoden integriert.

2.Fachdidaktischer Hintergrund

In diesem Abschnitt werden die empirischen und the-
oretischen Grundlagen fur die Entwicklung der Lern-
aufgaben diskutiert. Zu diesem Zweck werden zu-
néchst bisherige empirische Ergebnisse zu Lern-
schwierigkeiten im Umgang mit Vektorfeldern und
vektoriellen Feldkonzepten zusammengefasst, um
anschlieend auf Basis des DeFT-Frameworks den
Mehrwert multipler Représentationen in diesem Zu-
sammenhang zu erldutern.

2.1. Lernschwierigkeiten im Umgang mit Vek-
torfeldern und vektoriellen Feldkonzepten

Der Représentationswechsel zwischen der graphi-
schen Darstellung von Vektorfeldern als Vektorfeld-
diagramm und der algebraischen Beschreibung als
Formel (GI. 1) bereitet Studierenden zahlreiche Prob-
leme (Bollen et al., 2017). Neben typischen

120

Schwierigkeiten im Umgang mit Vektoren, die sich
vor allem auf die L&nge und Richtung der Vektoren
oder die Verwendung von Einheitsvektoren beim
Skalar- oder Vektorprodukt beziehen (Barniol &
Zavala, 2014), féllt Studierenden bei der Konstruk-
tion eines Vektorfelddiagramms anhand eines algeb-
raischen Formelausdrucks vor allem die Vektoraddi-
tion schwer (Bollen et al., 2017). Beim umgekehrten
Représentationswechsel von der graphischen zur al-
gebraischen Form stellt die Wahl eines geeigneten
Koordinatensystems (vor allem in nicht-kartesischen
Koordinaten, z. B. GI. 2), die Verwendung von Ein-
heitsvektoren und die Differenzierung zwischen
Komponenten und Koordinaten ein Problem dar
(Bollen et al., 2017; Gire & Price, 2012).

Neben konzeptionellen Liicken im Umgang mit Vek-
torfeld-Représentationen sind vor allem Lernschwie-
rigkeiten von (Physik-)Studierenden im Umgang mit
vektoranalytischen Konzepten Gegenstand aktueller
Untersuchungen. Diese ergaben zahlreiche Liicken
beziiglich der konzeptionellen Erlauterung der Diver-
genz und Rotation eines Vektorfeldes. So fanden Bol-
len et al. (2015), dass nur etwa 20% der Studienteil-
nehmenden bei der Frage nach einer Interpretation
von ,V - F* und ,,V x F* konzeptionell antworteten,
die Mehrheit gaben einen algebraischen Ausdruck an
(Baily et al. (2016) und Singh & Maries (2013) be-
richteten &hnliche Ergebnisse). Im Hinblick auf die
graphische Darstellung von Vektorfeldern zeigten
weitere Untersuchungen, dass Studierende Schwie-
rigkeiten haben, zu beurteilen, ob ein Vektorfelddia-
gram divergenz- bzw. rotationsfrei ist oder nicht
(Ambrose, 2004; Bollen et al., 2015; Jung & Lee,
2012; Klein et al., 2018; 2019; Pepper et al., 2012;
Singh & Maries, 2013). AuBerdem finden sich bei
Studierenden z. T. Vorstellungen tiber Divergenz und
Rotation, die einer wortlichen Ubersetzung der Be-
griffe gleichkommen, wie beispielsweise Divergenz
als ein ,,Auseinanderlaufen* des Feldes (Baily et al.,
2016; Bollen et al., 2016; Pepper et al., 2012) oder
Rotation als ,,Biegung von Vektoren* (Baily et al.,
2016; Bollen et al., 2016; 2018; Jung & Lee, 2012).
Weiterhin findet eine lose Assoziation der Divergenz
mit Quellen und Senken statt, Rotation wird an der
Richtungsanderung der Vektoren festgemacht, so-
wohl Divergenz als auch Rotation wird als globale Ei-
genschaften eines Feldes aufgefasst und Physikstu-
dierende verwechseln die Quantititen der Divergenz
und Rotation als Skalar oder Vektor (Baily et al.,
2016; Bollen et al., 2018). In einer Untersuchung zu
Lernschwierigkeiten von Physikstudierenden beziig-
lich der Rotation von Vektorfeldern diagnostizierten
Jung und Lee (2012) die Liicke zwischen mathemati-
schem und konzeptionellem Wissen (reasoning) als
eine Hauptquelle fiir Verstdndnisprobleme. Singh
und Maries (2013) schlussfolgerten treffend, dass
selbst Studierende mit Hochschulabschluss Schwie-
rigkeiten mit den Konzepten der Divergenz und Ro-
tation haben, obwohl sie wissen, wie diese fiir ein ge-
gebenes Vektorfeld mathematisch berechnet werden.



Vektorielle Feldkonzepte verstehen durch Zeichnen?

Mehrere Studien vertieften diese Forschungslinie und
identifizierten verschiedene Lernschwierigkeiten, die
auch im Umgang mit verschiedenen Vektorfeld-Re-
prasentationen deutlich wurden, und sich vor allem
auf die Vektorkomponentenzerlegung und das Kon-
zept der Kovariation zwischen Feldkomponenten und
Koordinaten beziehen. So zeigte sich beispielsweise
hinsichtlich der partiellen Vektorableitungen, dass
Studierende die Anderung eines Vektorpfeils mit sei-
nem Wert verwechselten (Pepper et al., 2012). Die
beschriebenen Schwierigkeiten konnten durch eine
Analyse der Blickdaten von Studierenden bei der Be-
trachtung von Vektorfeld-Diagrammen mittels Eye-
Tracking validiert werden (Klein et al., 2018; 2019;
2021). Neben der Divergenz und Rotation von Vek-
torfeldern sind bei den Integralsatzen von Gau und
Stokes vor allem Weg-, Oberflachen- und VVolumen-
integrale zentral, welche in ihrer physikalischen An-
wendung in der Elektrodynamik zumeist als Summe
infinitesimaler Anderungen interpretiert werden. Hier
fanden Pepper et al. (2012), dass Studierenden, die ei-
nen Kurs zum Elektromagnetismus besuchten, so-
wohl die Berechnung als auch die Interpretation von
Weg-, Oberflachen- und Volumenintegralen als
Summe infinitesimaler Anderungen Probleme berei-
tet.

Verschiedene Studien im Kontext der Elektrostatik
und des Elektromagnetismus gingen Uber die Unter-
suchung von mathematischen Problemlseszenarien
mit Vektorfeldern und Integralen hinaus. Sie zeigten,
dass konzeptionelle Lucken bezlglich vektoranalyti-
scher Inhalte zu einem unsachgeméRen Verstandnis
und Fehlern bei der Anwendung essentieller Prinzi-
pien in der Physik fihrten, z. B. in Bezug auf die
Maxwell‘schen Gleichungen des Elektromagnetis-
mus (Bollen et al., 2015; 2016), das Gauf3’sche Ge-
setz (Li & Singh, 2017) oder bei konservativen
(Kraft-)Feldern (Ambrose, 2004; Jung & Lee, 2012).

2.2. Multiple Reprasentationen und Zeichenakti-
vitaten als fachdidaktische Methoden

Smith (2014) zeigte anhand eines Uberblicks (iber
verschiedene physikalische Lehrbiicher, dass die Di-
vergenz und der GauRR‘sche Integralsatz in einfuhren-
den Texten zur Physik in der Regel lediglich als ma-
thematischer Ausdruck gegeben allerdings nicht oder
nur unzureichend qualitativ erklart werden (Smith,
2014). Auch in weiterfilhrenden Physiklehrblichern
findet kaum eine geometrische Erlauterung oder Dis-
kussion vektorieller Feldkonzepte und Integralsatze
statt (Smith, 2014). Vor dem Hintergrund der be-
schriebenen empirischen Forschungsbefunde wird
somit die Relevanz und Notwendigkeit neuer Inter-
ventionen, die ein konzeptionelles und visuelles Ver-
standnis adressieren, umso deutlicher. In den aufge-
fuhrten Arbeiten wird hierfir vor allem die Verwen-
dung visueller Reprasentationen vorgeschlagen. Dies
unterstiitzt den grundséatzlichen didaktischen Konsens
zur Férderung der Reprasentationskompetenz, die mit
dem Wissenserwerb in Verbindung steht (z. B. Nie-
mienen et al, 2012; Rau, 2017). Das DeFT-

Framework, welches der Charakterisierung multi-re-
prasentationaler Lernumgebungen dient (Ainsworth,
2006) greift dabei drei zentrale Funktionen multipler
Représentationen (MRs) auf, die positive Auswirkun-
gen auf die Kognitionsprozesse von Lernenden haben
kdnnen (Ainsworth, 1999): (i) MRs enthalten ergén-
zende Informationen oder unterstiitzen komplemen-
tare kognitive Prozesse (Seufert, 2003); (ii) Verschie-
dene Reprasentationen kénnen Lernenden helfen, ein
besseres Verstandnis einer Thematik zu entwickeln,
indem eine Reprasentation verwendet wird, um mog-
liche (Fehl-)Interpretationen einer anderen einzu-
schranken; (iii) Die Verwendung von MRs ermdg-
licht ein tieferes Versténdnis einer Situation oder ei-
nes Konstrukts. Um von MRs profitieren zu kénnen,
bedarf es daher Reprasentationskompetenzen, die auf
einem Verstandnis davon beruhen, wie einzelne Re-
prasentationen Informationen darstellen, wie sie mit-
einander in Verbindung stehen und wie eine passende
Reprasentation fur eine Problemldsung zu wéhlen ist
(Ainsworth, 2006).

Vor diesem Hintergrund entwickelten Bollen et al.
(2018) eine flinfteilige, aufgabenbasierte (guided-in-
quiry) Lehr-Lern-Sequenz zu vektoranalytischen In-
halten der Elektrodynamik mit dem Ziel, die Verbin-
dung zwischen graphischen Vektorfeld-Reprasentati-
onen, algebraischen Berechnungen zur Divergenz
und Rotation sowie den Maxwell’schen Gleichungen
zu starken. Empirische Untersuchungen zeigten einen
positiven Effekt der Interventionen auf das struktu-
relle Verstandnis der Differentialoperatoren, das kon-
zeptionelle Verstindnis der Maxwell’schen Glei-
chungen und die Féhigkeit der Interpretation von Di-
vergenz und Rotation anhand von Vektorfelddia-
grammen bei Physikstudierenden. Dariiber hinaus du-
Rerten die Proband:innen Uberwiegend positives
Feedback hinsichtlich des Lernansatzes.

Mit Blick auf die Schwierigkeiten von Studierenden
beziiglich der Evaluation vektorieller Feldkonzepte
anhand von Vektorfelddiagrammen entwickelten
Klein et al. (2018) textbasierte Anweisungen zur vi-
suellen Interpretation der Divergenz, die sich zum ei-
nen auf die differentielle Definition anhand der Kova-
riation von Komponenten und Koordinaten (Gl. 3)
und zum anderen auf die integrale Repréasentation
Uber den Fluss durch eine Randflache im Sinne des
Gauf}’schen Integralsatzes (Gl. 5) beziehen. In einer
experimentellen Folgestudie wurde die Instruktion
der differentiellen Strategie zusétzlich durch Hin-
weise zur Komponentenzerlegung unterstiitzt und an-
schlieend auf die Rotation eines Vektorfeldes uber-
tragen (Klein et al., 2019; GI. 4). Empirische Unter-
suchungen zur Performanz der Studierenden ergaben
einen quantitativ gemessenen Zuwachs des konzepti-
onellen Versténdnisses infolge der Interventionen. In
anschlieBenden Interviews duferten die Proband:in-
nen als Problemquelle vor allem die Komponen-
tenzerlegung (Klein et al., 2018), weshalb eine expe-
rimentelle Folgestudie Zeichenaktivitaten zur Unter-
stlitzung der visuellen Interpretation der Divergenz
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involvierte (Hahn & Klein, 2021; 2022). Hier zeigte
sich neben positiven Lerneffekten, dass die Skizzie-
rung der Feldkomponenten die wahrgenommene kog-
nitive Belastung durch die Anwendung der visuellen
Strategie zur Beurteilung der Kovariation signifikant
reduzieren konnte (Hahn & Klein, 2022). Dieses Er-
gebnis unterstitzt die Forderung von Bollen et al.
(2016) nach modernen Unterrichtsszenarien, da der
traditionelle Unterricht nicht ausreiche, um ein voll-
standiges Verstandnis von Differentialoperatoren zu
ermdéglichen. Neben der Unterstiitzung instruktions-
basierten Lernens durch Zeichenaktivitaten zeigten
erste Arbeiten zudem den Mehrwert des Zeichnens
beim Lernen mit Simulationen (Kohnle et al., 2020;
Wu & Rau, 2018). So kdnnen Zeichenaktivitaten
wahrend der Nutzung von Simulationen eine Vertie-
fung des Verstandnisses der dargestellten Reprasen-
tation unterstlitzen und gelten daher als vielverspre-
chender Ansatz beim (multi-repréasentationalen) Ler-
nen in den Naturwissenschaften (Ainsworth et al.,
2011; Kohnle et al., 2020; Wu & Rau, 2018).

3. Materialentwicklung

Auf Grundlage bisheriger empirischer Ergebnisse zu
Lernschwierigkeiten bezlglich der Vektoranalysis
und vor dem Hintergrund der vorgestellten fachdi-
daktischen Ansétze wird im Folgenden die Entwick-
lung der Lernaufgaben erldutert. Dafiir werden zu-
néchst die wichtigsten Prinzipien der Materialent-
wicklung beschrieben und anschlieend ihre Umset-
zung anhand konkreter Beispielaufgaben konkreti-
siert. Alle weiteren Lernaufgaben sind als zuséatzliche
Medien beigeflgt.

3.1. Prinzipien zur Entwicklung der Lernaufga-
ben

Im Sinne einer multi-reprasentationalen Lehr-Lern-
Umgebung beriicksichtigt die Entwicklung der Lern-
aufgaben die Design-Parameter des DeFT-Frame-
works. So konzentrieren sich die Aufgaben auf drei
verschiedene heterogene Représentationsformen von
Vektorfeldern — Formel, Diagramm und schriftliche
Beschreibung (Ainsworth, 2006). Diese enthalten
z. T. redundante Informationen, z. B. ist die Kompo-
nentenzerlegung zentraler Bestandteil der Formel-
und der graphischen Darstellungsform. Allerdings
stehen in den unterschiedlichen Repréasentationsfor-
men verschiedene Eigenschaften und Charakteristika
von Vektorfeldern im Zentrum der Darstellung. So
fokussiert die Formeldarstellung u. a. das Konzept
der Einheitsvektoren und stellt die Eigenschaften ei-
nes Vektorfeldes prézise und auf abstrakte Weise dar,
wahrend Vektorfelddiagramme eher globale Informa-
tionen des Vektorfeldes beinhalten und einen visuel-
len Zugang zur Kovariation von Komponenten und
Koordinaten ermdglichen (Bollen et al., 2018).
Schriftliche Beschreibungen und Erlauterungen die-
nen zudem der Verbindung von algebraischer und
graphischer Darstellungsform, indem sie die Korres-
pondenz der Reprasentationsformen auf semantischer
Ebene explizieren und somit eine globale
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Kohérenzbildung und die Entwicklung von Repré-
sentationskompetenzen unterstiitzen (Seufert &
Briinken, 2004).

Der Fokus der Lernaufgaben liegt dabei vor allem auf
der visuellen Interpretation der vektoranalytischen
Formeln anhand von Vektorfelddiagrammen, welche
durch Zeichenaktivitaten und den Einsatz einer Vek-
torfeld-Simulation unterstiitzt wird. Die Triangula-
tion dieser Methoden dient zum einen der Visualisie-
rung der Konzepte und foérdert zum anderen die Akti-
vitét der Lernenden z. B. durch das Abzeichnen eines
Vektorfeldes aus der Simulation, um sicherzustellen,
dass auf zentrale Eigenschaften geachtet wird (Ains-
worth & Scheiter, 2021; Kohnle et al., 2020; Schmid-
gall et al., 2018). Gleichzeitig unterstiitzt dieser An-
satz die Verbindung verschiedener Problemldsestra-
tegien, indem z. B. die differentielle und die integrale
Definition der Divergenz sowohl getrennt als auch in
ihrer Verbindung im Integralsatz von Gaul? visuell in-
terpretiert werden.

Die Struktur der Lernaufgaben folgt dem Ansatz der
Modelling Instruction (z. B. PcPadden & Brewe,
2017), indem jede Aufgabe ein vektoranalytisches
Konzept thematisiert, bei dem die Représentations-
formen fir die Entwicklung eines konzeptuellen Ver-
stdndnisses koordiniert eingesetzt werden. Die Mate-
rialien umfassen somit vier Einheiten (Conceptual
Models) zur Divergenz von Vektorfeldern, dem Satz
von GauR, der Rotation von Vektorfeldern und dem
Satz von Stokes, wobei die Lernaufgaben zum Satz
von Gauf} bzw. Stokes auf Inhalte der Lernaufgaben
zur Divergenz bzw. Rotation zurlickgreifen. Neben
dieser inhaltlichen Vernetzung der Lernaufgaben
folgt die Aufgaben-Sequenz dem Ansatz von Huang
et al. (2013), indem die Rotation und der Satz von
Stokes auf Basis der Interpretation der Divergenz und
des Satzes von Gaul? eingefiihrt werden. Weiter sind
die Aufgaben zur Rotation und Divergenz bzw. zum
Satz von Gaul und Stokes dem Prinzip ,,den Unter-
schied in der Ahnlichkeit suchen* folgend in paralle-
ler Form konzipiert (Huang et al., 2013). Dabei gilt
es, die visuelle Interpretation, z. B. der Kovariation,
von der Divergenz auf die Rotation zu (bertragen,
wobei die Eigenschaften der Rotation als Abgrenzung
gegenuber der Divergenz (iber Unterschiede der Dif-
ferentialoperatoren ermittelt werden. Analog ergibt
sich die ldee des Stokes’schen Integralsatzes, als
Uberfiihrung eines geschlossenen Wegintegrals tiber
einem Vektorfeld in ein Flachenintegral, aus dem
Satz von Gaul} durch dimensionale Reduktion und
unter Beriicksichtigung spezifischer Charakteristika,
z. B. der vektoriellen Eigenschaft der Rotation.

Ein zentrales Ergebnis bisheriger Studien war, dass
Vektorfelder in nicht-kartesischen Koordinaten Stu-
dierende vor grofRe Herausforderungen stellten. Da
diese Felder in der physikalischen Anwendung aller-
dings besonders relevant sind, werden diese in den
Lernaufgaben explizit thematisiert, wiederholt aufge-
griffen und insbesondere ihre Verbindung mit der
Darstellung in kartesischen Koordinaten fokussiert.
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3.2. Ausgewahlte Beispiele

Im Sinne des DeFT-Frameworks liegt der Fokus der
multi-représentationalen Lernaufgaben in der Se-
quenzierung und Unterstlitzung von Verbindungen
zwischen den verschiedenen Repréasentationsformen.
Als zentrale Komponente einer Représentationskom-
petenz gilt dabei das Wissen darliber, wie einzelne
Représentationen Informationen darstellen und wie
sie miteinander in Verbindung stehen (Ainsworth,
2006). Aus diesem Grund zielt der erste Teil der Di-
vergenz-Aufgabe auf Darstellungsformen von Vek-
torfeldern ab:

Zeichnen Sie ein zweidimensionales Vektorfeld

Kl(x, y), das nur eine x-Komponente besitzt, die
von der y-Koordinate abhéngt. Geben Sie

Kl(x, y) in der Form Kl(x, y) = A8 + Ar 8y
an. Zeichnen Sie dann ein zweidimensionales

Vektorfeld Kz (r, @), das nur eine von der r-Koor-
dinate abhangige ¢@-Komponente besitzt und ge-

ben Sie es in der Form A,(r, @) = A, &, +
Az o€y an.

In dieser Aufgabe werden alle drei Représentations-
formen thematisiert; die verbale Beschreibung ist in
der Aufgabenstellung gegeben, die formale sowie die
graphische Reprasentationsform gilt es zu erarbeiten.
Durch die Darstellung desselben Vektorfeldes in al-
len drei Représentationsformen liegt der Fokus auf
dem Wechsel zwischen den Darstellungen und ihrer
Korrespondenz. Aufierdem fuhrt die Skizzierung der
Felder in die Zeichenaktivitaten der Lernaufgaben
ein, bei der auch die Vektorfeld-Simulation zu Hilfe
genommen werden kann. In diesem Sinne beginnen
auch die tbrigen Aufgaben(-teile) zumeist mit der
Skizzierung eines Vektorfeldes, um anhand dessen
exemplarisch konzeptuelle Zusammenhénge zu un-
tersuchen. So sind bei den Lernaufgaben zur Diver-
genz und Rotation nach der Definition fiir ein zweidi-
mensionales Vektorfeld in kartesischen Koordinaten
folgende Aufgabenstellungen zu bearbeiten:

Betrachten Sie das Vektorfeld B(x,y) mit
B(x,y) = —k(xé, + yé,) mit k € R konstant.

(1) Skizzieren Sie B(x, y) fiir k = —1.

(2) Wahlen Sie einen beliebigen Ort in Ihrer
Skizze aus und zeichnen Sie die Feldkomponen-
ten fur den Vektor an diesem Ort und fiir die Vek-
toren in seiner unmittelbaren Umgebung ein.

(3) Beurteilen Sie qualitativ anhand Ihrer Skizze,
wie sich die Feldkomponenten entlang der Koor-
dinatenrichtungen verandern: Geben Sie also an,
ob die partiellen Ableitungen ;—xBx und aa—yBy po-
sitiv, negativ oder Null sind. Folgern Sie aus die-
sem Ergebnis, ob die Divergenz an dem von Ihnen
gewdhlten Ort positiv, negativ oder Null ist. Uber-
prufen Sie Ihr Ergebnis mithilfe der Simulation
sowie einer Rechnung. [Aufgabe zur Divergenz]

Betrachten Sie das Vektorfeld §(x,y,z) mit
B(x, V,2) = —yé, + xé,.

(1) Skizzieren Sie B(x, y, z) in der x-y-Ebene.

(2) Fugen Sie ein Schaufelrad [als Abbildung ein-
gefiigt] an einem beliebigen Ort im Feld ein und
zeichnen Sie die Feldkomponenten in der Umge-
bung des Rades ein. Stellen Sie sich vor, das Vek-
torfeld interagiere mit dem Rad wie eine Fluid.
Markieren Sie die Komponenten des Feldes, die
auf das Schaufelrad wirken. Rotiert das Schaufel-
rad? Begrinden Sie!

(3) Beurteilen Sie anhand lIhrer Skizze, wie sich
die Feldkomponenten entlang der Koordinaten-
achsen verandern: Geben Sie also an, ob die par-
tiellen Ableitungen ;—y B, und ;—xBy positiv, nega-
tiv oder Null sind. Folgern Sie aus diesem Ergeb-
nis, ob die Rotation an dem von Ihnen gewahlten
Ort Null ist, in positive oder negative é,-Richtung
zeigt. Uberpriifen Sie Ihr Ergebnis mithilfe der Si-
mulation sowie einer Rechnung. [Aufgabe zur
Rotation]

Kern dieser Lernaufgaben ist dabei die Interpretation
der Feldkonzepte anhand der partiellen Vektorablei-
tungen (differentielle Strategie; Klein et al., 2018).
Da bisherige Untersuchungen zeigten, dass Studie-
rende besondere Schwierigkeiten mit der Komponen-
tenzerlegung und der Kovariation von Komponenten
und Koordinaten haben, sollen hier in einem ersten
Schritt zunéchst die Feldkomponenten skizziert wer-
den, um anschlie}end die Verbindung mit der forma-
len Schreibweise herzustellen. In der Parallelitat der
Aufgaben zeigen sich die Ahnlichkeiten der Feldkon-
zepte, indem beide auf Veradnderungen der Feldkom-
ponenten entlang der Koordinaten beruhen, aber auch
ihre Unterschiede. So basiert die Divergenz auf Ver-
anderungen der x-Komponente in x-Richtung bzw.
der y-Komponente in y-Richtung, wéhrend bei der
Rotation Veranderungen der x-Komponente in y-
Richtung bzw. der y-Komponente in x-Richtung re-
levant sind. Die bereits in der Literatur untersuchte
qualitative Evaluation der Rotation (ber das Schau-
felrad-Modell unterstiitzt dabei das Verstandnis flr
den vektoriellen Charakter der Rotation, indem sich
das Rad um eine zur x-y-Ebene senkrechte Achse
dreht, sofern sich die Feldkomponenten auf die be-
schriebene Weise &ndern (Huang et al., 2013; Jung &
Lee, 2012). Dies unterstutzt eine erste intuitive Vor-
stellung der Rotation und dient insbesondere der Ver-
bindung zwischen qualitativem und mathematischem
Verstandnis (Huang et al., 2013; Jung & Lee, 2012).

Auch bei den Lernaufgaben zu den Integralsatzen von
Gaul und Stokes steht diese Verbindung und damit
die Vernetzung verschiedener Représentationsfor-
men im Fokus. Nachdem in einem ersten Aufgaben-
teil der Fluss durch eine Flache bzw. die Zirkulation
entlang einer Kurve qualitativ und mathematisch ein-
gefiihrt wurde, zielt der nachfolgende Aufgabenteil
auf die Gleichheit von differentieller und integraler
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Strategie anhand eines exemplarischen Vektorfeldes
ab. Nach Definition der Integralsatze ist die folgende
Aufgabenstellung zu bearbeiten:

Begriinden Sie anhand des Beispiels von ﬁ(x, y)
den Zusammenhang zwischen der Anderung von
Feldkomponenten und dem Fluss durch Flachen.
Fertigen Sie dazu eine Skizze an. [Aufgabe zum
Satz von Gaul3]

Begriinden Sie anhand des Beispiels von
F(x y,z) (in der x-y-Ebene) den Zusammenhang
zwischen der Anderung von Feldkomponenten
und der Zirkulation entlang einer geschlossenen
Randkurve. Fertigen Sie dazu eine Skizze an.
[Aufgabe zum Satz von Stokes]

Die Parallelitadt der Aufgaben (Huang et al., 2013)
bietet dabei Uber die Lernaufgaben hinaus Anknip-
fungspunkte fir weitere (vektoranalytische) Funda-
mentalsatze (z. B. des Gradienten).

4. Fazit und Ausblick

In einem néchsten Schritt werden die entwickelten
Lernaufgaben in die Ubungen eines Kurses zum
Elektromagnetismus im zweiten Studiensemester im-
plementiert. In einer empirischen Studie wird der
(kognitive) Mehrwert von multiplen Reprasentatio-
nen beim aufgabenbasierten Lernen vektoranalyti-
scher Inhalte untersucht. Die Aufgaben zielen auf die
Forderung der Reprasentationskompetenz und des
fachlichen Konzeptverstandnisses ab. In einem
mixed-methods-Design soll eine Interventionsgruppe
(mit multi-représentationalen Lernaufgaben) gegen-
Uber einer Kontrollgruppe (mit traditionellen, zumeist
rechenbasierten Aufgaben) verglichen werden. Die
Ergebnisse dieser Studie dienen der Weiterentwick-
lung der Lernaufgaben mit dem Ziel, diese perspekti-
visch mit entsprechender Schulung der Tutor:innen
als festen Bestandteil in den Kurs zum Elektromag-
netismus zu integrieren.
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Anhang

Folgende Medien sind dem Beitrag beigefligt:

e Lernaufgabe ,,1 Divergenz von Vektorfeldern*
e Lernaufgabe ,,2 Satz von Gaul3*

e Lernaufgabe ,,3 Rotation von Vektorfeldern*

e Lernaufgabe ,,4 Satz von Stokes®
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