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Hallo!

In den Corona-Vorlesungsfolien 15 hatte ich Thnen den
Screenshot des einfuhrenden Motto-Spruchs zu Kapitel
12 ,,Rationale Zahlen im Computer* des Buches

Edmund Weitz: Konkrete Mathematik (nicht
nur) fur Informatiker. Mit vielen Grafiken und Al-
gorithmen in Python. Springer Spektrum/Sprin-
ger Fachmedien, Wiesbaden 2018.

auf S. 111 eingefiigt.

Dieser Spruch stammt von Leo Cherne. Ich glaube, da§
war kein Computerwissenschaftler.
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Rationale Zahlen im Computer

Computers are incredibly fast,
accurate, and stupid. Human beings
are incredibly slow, inaccurate, and
brilliant. Together they are powerful
beyond imagination.

Leo Cherne

Wir wollen uns jetzt anschauen, wie Computer typischerweise rationale Zah-
len reprasentieren. Wir werden dazu verschiedene Modelle diskutieren, wie
man es machen konnte. Nur das letzte (im Folgekapitel) wird der Realitiit




Leo Cherne

Uber den zweiten Satz und die Schlussfolgerung kann
man ja streiten. Auf Eigenlob soll ja nicht so viel zu
geben sein, Menschen konnen sehr oft auch sehr un-
brilliant sein.

Computers are incredibly fast, accurate, and
stupid. Human beings are incredibly slow,
inaccurate, and brilliant. Together they are
powerful beyond imagination.

Aber der erste Satz stimmt. Computer sind stupide, sie

sind doof. p



Computer sind doof

Computer sind stupide, doof und unheimlich fleiBig. Sie
verstehen nur Nullen und Einsen: 0 oder 1. Davon
verstehen sie aber eine Menge.
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Computer sind doof

Computer sind stupide, doof und unheimlich fleiBig. Sie
verstehen nur Nullen und Einsen: 0 oder 1. Davon ver-
stehen sie aber eine Menge — mit Betonung auf Menge!

Sie machen ja nichts anderes den ganzen lieben langen
Tag. Sie verarbeiten jede Mengen bindre Nullen und
Einsen:

Sie schieben sie hin und her, von einem Speicherfeld zu
einem anderen. Sie konnen auch recht schnell einfache
Operationen durchfiihren: Addition, Subtraktion, Multi-

plikation, nichts Kompliziertes also. 7



Computer sind doof

Und den Titel dieser Folien ,,Matrizenrechnung fiir
doofe Computer® habe 1ch deshalb gewahlt, weil ich die
Mathematik der Matrizenrechnung 1m Folgenden so
ausgestalten will, dass es auch ein ganz doofer Com-
puter versteht.

Der Computer soll beispielsweise noch nichts von kom-
plexen Zahlen gehort haben. Der wurde dafiir einfach
nicht programmiert. Versteht er nicht.

Mein doofer Computer soll iiberhaupt gar nicht auf
einzelne Zahlen stehen, der 1st halt ganz super-doof. p



Mein Computer ist super-doof

Mein doofer Computer soll liberhaupt gar nicht auf
einzelne Zahlen stehen, der i1st halt ganz super-doof
programmiert worden:

Im ersten Teil dieser Folienserie stellen wir uns vor-
laufig emmen Computer vor, der nur fur (2 x 2)-Matrizen
programmiert wurde. Andere mathematische Objekte
kennt er einfach nicht.



Mein Computer ist super-doof

Unser Computer soll nur mit reellen (2 x 2)-Matrizen ar-
beiten. Er kennt also nur mathematische Objekte der

Art:
d11 412
A=( )
dp1 d22

a,;, a5, a5, und a,, sind dabei reelle Zahlen, denn wie
gesagt: Andere mathematische Objekte (komplexe
Zahlen oder anderes solches Zeugs, selbst wir Menschen
wussten Jahrtausende davon nichts — soviel zu Thema
Eigenlob bzw. ,,brilliant*) kennt er einfach nicht. Dafiir

ist er einfach nicht programmaiert.
10



Mein Computer ist super-doof

Was konnen wir also mit einem Computer anfangen, der
beispielsweise nicht einmal die einzelnen Zahlen 7 oder
minus 4 verarbeiten kann?

Die Losung i1st einfach: Wir miissen diese Zahlen so
schreiben, dass sie durch (2 x 2)-Matrizen reprasentiert

werden.

Unser Computer versteht ja nur die einzelne Zahl 7 oder
die einzelne Zahl — 4 nicht.

11



Mein Computer ist super-doof

Unser Computer versteht ja nur die einzelne Zahl 7 oder
die einzelne Zahl — 4 nicht.

Er versteht aber die (2 x 2)-Matrizen

(g g) und (_04 —04)

Und diese Diagonal-Matrizen verhalten sich so wie die
reellen Zahlen sieben und minus vier.

12



Mein Computer ist super-doof

Anstelle von

7T+(4)="7
miissen wir halt mit unserem doofen Computer die
Rechnung
7 0 -4 0
=9
(0 77 (0 4=
durchfiihren.

Das Ergebnis 1st dann:

13



Mein Computer ist super-doof

Das Ergebnis 1st dann

(6 2o -G 3)
und wir wissen sofort:

7+-4)=3

Aber wir haben hier keine normal gedruckten reellen
Zahlen 7 + (— 4) = 3, sondern fett gedruckte Symbole als
Abkiirzungen fir ...

14



Skalare

Diese Diagonal-Matrizen wer-
den Skalare genannte, denn sie
verhalten sich wie ganz nor-
—1 male Zahlen.
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Skalare

Skalare sind fiir unseren doofen Computer also (2 x 2)-
Diagonal-Matrizen, mit denen man genau so wie mit
den reellen Zahlen rechnen kann.

Weitere Beispiele waren also die Subtraktion:
7 0 —4 0\ (11 O
(o 7)_(0 —4)_(0 11)
oder als Abkiirzung fett gedruckt 7-(-4)=11

an Stelle von normal gedruckten 7T—(—4)=11
16



Skalare

Skalare sind fiir unseren doofen Computer also (2 x 2)-
Diagonal-Matrizen, mit denen man genau so wie mit
den reellen Zahlen rechnen kann.

Weitere Beispiele wiaren also die Multiplikation:

o0 (0 Z)-Co )
oder als Abklirzung fett gedruckt 7(-4)=-28

an Stelle von normal gedruckten 7(—4)=-28

17
Diese Multiplikation hat der Computer natiirlich mit dem



Skalare

Diese Multiplikation hat der Computer natiirlich mit dem

Falkschen Schema ausgerechnet. Denn

4 0
0 -4
7 0 | -28 0
0 7 0 -28

ergibt wie erwartet:

(6 2o Z)-(%

0
—28

)

18



Skalare

_ O o O

N O

e

Unter den Skalaren hat die
Einheitsmatrix iibrigens eine
herausragende Rolle. Thr Qua-
drat ergibt namlich wieder die
Einheitsmatrix 1.

Einheitsmatrix

etc...

19



Skalare

Die Einheitsmatrix

R

kann deshalb als ein Basiselement fiir die (2 x 2)-Ma-
trizen, die unser Computer verarbeiten kann, angesehen
werden. Weil

GG D6 DG D

gilt, wird die Einheitsmatrix auch ,,Einheitsskalar ge-
nannt. 20



Skalare

Die Einheitsmatrix

R

kann deshalb als ein Basiselement fiir die (2 x 2)-Ma-
trizen, die unser Computer verarbeiten kann, angesehen
werden. Weil

GG D6 DG D

gilt, wird die Einheitsmatrix auch ,,Einheitsskalar ge-
nannt, denn sie hat einen Betrag von 1. 21



Weitere Basiselemente

Die Mathematiker haben nun weitere Basiselemente der
(2 x 2)-Matrizen gesucht, die ebenfalls als Quadrat das
Einheitsskalar 1 ergeben.

Das erste weitere Basiselement war ganz leicht zu
finden. Es musste nur ein Minuszeichen in das Einheits-
skalar reingeschummelt werden, so dass es sich beim
Quadrieren weghebt:

((1) _01)2:(3 _01)((1) _01):((1) (1)):1

22



Weitere Basiselemente

Die (2 x 2)-Matrix

quadriert ebenfalls zu 1 und stellt deshalb ein weiteres
Basiselement der (2 x 2)-Matrizen dar.

Das 1st auch sinnvoll, denn zusammen mit der Einheits-
matrix 1 konnen dann beliebige Diagonal-Matrizen ge-
bildet werden.

23



Weitere Basiselemente

Beliebige Diagonal-Matrizen lassen sich so als Linear-
kombinationen der Basiselemente 1 und e, darstellen.

Beispielsweise lasst sich die Matrix (9

dermalien 1in die Basiselemente

und

zerlegen:

(0 9= 26 )=

(siche folgende Seite)

(
(6

(5)) folgen-
)1
-

24



Zerlegung einer beliebigen Diagonal-Matrix
(0 9= 26 =)
(0 26 DG DG )
7(p 12 )
—7(1)+2e
Die Diagonal-Matrix (3 g) entspricht somit dem

Siebenfachen der Einheitsmatrix plus dem Doppelten
des Basiselements e;. 25



Kein Multiplikationszeichen trotz Multiplikation!

Da es verschiedene Multiplikationsarten gibt und dies
fur Mathematikerinnen und Mathematiker recht ver-
wirrend 1st, haben sich die Mathematiker entschieden,
be1 den beiden Matrizenmultiplikationen 7 mal 1 und 2
mal e, in der Matrizengleichung

(90

; 5)=7(1)+2e1

einfach gar kein Multiplikationszeichen hinzuschreiben.
Sie missen sich das Multiplikationszeichen aber 1m
Kopf natiirlich trotzdem immer mitdenken! Und manch-
mal wird eine zusitzliche Klammer benotigt (beispiels26
weise um 7 mal 1 von 71 zu unterscheiden.)



Weitere Basiselemente

Nachdem die Sache mit der Hauptdiagonalen geklart
war, haben die Mathematiker die noch fehlenden
Basiselemente der (2 x 2)-Matrizen gesucht, mit denen
Elemente auf der Nebendiagonalen dargestellt werden
konnen.

Auch das war zuerst ganz einfach, denn wenn die Posi-
tionen der Nebendiagonalen mit Werten von Eins

O D

1 0/

belegt werden, entsteht ein weiteres Basiselement e,,
dessen Quadrat ebenfalls das Einheitsskalar 1 ergibt.



Weitere Basiselemente

Wenn die Positionen der Nebendiagonalen mit Werten
von Eins

0 1y _

(1 o) - @

belegt werden, entsteht ein weiteres Basiselement e,,
dessen Quadrat ebenfalls das Einheitsskalar 1 ergibt:

G o) -G 96 -G D

28



Weitere Basiselemente

Wenn die Positionen der Nebendiagonalen mit Werten
von Eins

0 1y _

(1 o) - @

belegt werden, entsteht ein weiteres Basiselement e,,
dessen Quadrat ebenfalls das Einheitsskalar 1 ergibt:

G o) -G 96 -G D

Und dann kam die Katastrophe!
29



Die Katastrophe

Zum Schluss haben die Mathematikerinnen und Mathe-
matiker noch das letzte Basiselement gesucht, das eben-
falls zum Einheitsskalar 1 quadrieren sollte.

Und sie haben gesucht und gesucht und gesucht und sich
gewundert und gesucht und weitergesucht und ge-
schimpft und gesucht und lauter geschimpft ,,Das gibt‘s
doch nicht!* und gezetert ,,Doch das muss es geben!*
und gezankt ,,Nein, das gibt es nicht!* und gesucht und
noch mehr gesucht und gesucht und gesucht...

...und gesucht...und gesucht...und und und gesucht 40



Die Katastrophe

Nein, die Mathematiker haben kein weiteres Basis-
element e; gefunden, fiir das gilt: ey?=1

Ganz wichtiges Zwischenergebnis

(Falls nur reelle Zahlen in der
(2 x 2)-Matrix zugelassen sind.)

e;> =1 gibt es nicht!

Das letzte Basiselement, das die Mathematiker finden
wollten, muss ja folgendermal3ien aussehen:

(51 o)

Und dieses Basiselement quadriert nicht zu + 1.

31



Die Katastrophe
Und dieses Basiselement quadriert nicht zu + 1.

1) i1st ganz anderes. Es

Das letzte Basiselement (_ 1 0

quadriert zu

2 S
(—01 (1)) :(—01 (1)) (—01 (1)):( ()1 _01): -1
Es ist imaginar!

Das letzte Basiselement quadriert zu einem negativen
Einheitsskalar — 1. Grof3en, deren Quadrate negativ sind3 5
werden 1imagindr genannt.



Not this name, please!

Dieses letzte Basiselement (_01 (1)) bekommt auch gar

keinen neuen Namen. Es wird nicht als e; bezeichnet,
denn es gilt:

(1 0O 1 0 1
“1627 (o —1) (1 o) B (—1 0)
Das kann man mit Hilfe des Falkschen Schemas auch

schnell noch einmal hinschreiben:

(siehe folgende Folie)
33



No new name, please!

Das kann man mit Hilfe des Falkschen Schemas auch
schnell noch einmal hinschreiben:

0 1
1 0
1 0 0 1
0 -1 — 1 0

Das letzte Basiselement 1st einfach das Produkt e,e, und

heil3t auch so:
( 0 1) —ee, 34
-1 0



Zerlegung einer beliebigen Matrix

Mit Hilfe der vier Basiselemente

G-
((1) —01): 1
(o) e

lasst sich jede beliebige (2 x 2)-Matrix nun als ein-
deutige Zerlegung darstellen. 35



Zerlegung einer beliebigen Matrix

Beispielsweise wird die gegebene Matrix
G 5 G DG (5 o)
(0 26 G DG )

(6 9G 06 3G
700 172G )@ o)

=71)+2e,;,+5e,+3ee,



Zerlegung einer beliebigen Matrix

Beispielsweise wird die gegebene Matrix

(3 2)27(1)+2e1+5e2+3e1e2
eindeutig als das Siebenfache des Einheitsskalars plus
dem Doppelten des Basiselements e; plus dem Finf-
fachen des Basiselements e, plus dem Dreifachen des
Basiselements e, e, dargestellt.

37



Interpretation der Basiselemente

Doch was bedeuten diese vier Basiselemente?

G-
((1) —01) e
(o) e

(_01 (1)) — €16

Wie konnen sie auf eine sinnvolle Art und Weise inter-
pretiert werden? 38



Interpretation der Basiselemente

Die Interpretation des ersten Basiselements

HOR

kennen wir schon. Es ist ein Einheitsskalar, der sich
ganz genau so wie die reelle Zahl 1 verhilt.

Insbesondere 1st dieses Einheitsskalar beziglich der
Multiplikation kommutativ. Wenn A eine beliebige
(2 x 2)-Matrix 1st, gilt immer und tiberall:

1A=A1
39

Achtung, Multiplikationsschreibweise! (Siehe Folie 26)



Interpretation der Basiselemente

Um die Interpretation der beiden Basiselemente e, und
e, zu finden, kann auch deren Symmetrieverhalten un-
tersucht werden: Was passiert, wenn diese beiden
Basiselemente miteinander multipliziert werden?

Also was ergibt sich ber  e;e, =7

Und was ergibt sich bei e,e, ="?

In Folie 34 hatten wir schon herausgefunden, dass gilt:

©1€27 (_01 (1)) 40



Interpretation der Basiselemente

Mit Hilfe des Falkschen Schemas lasst sich auch e,e,
schnell ermitteln:

1 0
0 -1
0 1 0 -1
1 0 1 0

Also:
©2517 ((1) _01) 41



Interpretation der Basiselemente

Die Ergebnisse der beiden letzten Folien lassen sich also
folgendermallen zusammenfassen:

e e, = (_01 (1)) - _ ((1) —01) = —e,€,

Oder kurz und knapp: e,e, = —e,e,

Die beiden Basiselemente e; und e, sind anti-kommu-
tativ! Bei Vertauschung der Reihenfolge der Faktoren e,
und e, taucht ein zusatzliches Minuszeichen auf.

Schlussfolgerung: Die beiden Basiselemente e; und ey2
verhalten sich wie Vektoren!



Basisvektoren

Da sich die beiden Basiselemente e; und e, wie Vektoren
verhalten, werden sie als Basisvektoren bezeichnet.

Geometrisch kann man sie sich in einem Koordinaten-
system eingezeichnet vorstellen:

Der Basisvektor e; zeigt in die x-Richtung und hat die
Lange 1 (da ja sein Quadrat den Einheitsskalar 1 ergibt).

Und der Basisvektor e, zeigt in die y-Richtung und hat
ebenfalls eine Lange von 1 (da sein Quadrat ja ebenfalls

den Einheitsskalar 1 ergibt). 43



Basisvektoren

Die (2 x 2)-Matrix

a:((z) —02):2((1) )2

reprasentiert somit emnen Vektor in x-Richtung, der eine
Lange von 2 Langeneinheiten (LE) aufweist:

>

a

Nebenbemerkung zur Schreibweise: Vektoren werden
tiblicherweise durch Kleinbuchstaben bezeichnet. 44



Basisvektoren

Und die (2 x 2)-Matrix
- =50 )-se

reprasentiert einen Vektor in y-Richtung,
der eine Lange von 5 LE aufweist.

45



Basis-Bivektor

Multipliziert man nun die beiden (2 x 2)-Matrizen a und b

ab=(5 )5 o)

B (—20 100)
-10( 7, (1))
=10 e, e,

entsteht ein orientiertes Flachen-

stiick mit einem Flacheninhalt von
a 10 Flacheneinheiten LE-2. 46




Basis-Bivektor

Und multipliziert man die beiden (2 x 2)-Matrizen b und
a in umgekehrter Reihenfolge

- ba:(g (5))(3 _02)
:(100 _30)
--10(°, )

=—10 e e,

entsteht ebenfalls ein orientiertes

Flichenstiick in gleicher Grofe. o4




Basis-Bivektor

Allerdings weisen beide Flichenstiicke eine entgegen-
gesetzte Orientierung auf. Deshalb besitzen sie ein unter-
schiedliches Vorzeichen:

im Uhrzeigersinn
(negatives Vorzeichen)

entgegen dem Uhrzei-

gersinn
(positives Vorzeichen)

48




Basis-Bivektor

Das Produkt der beiden Vektoren a und b
ab=10e¢,e,

reprasentiert ein entgegen dem Uhrzeigersinn orientier-
tes Flachenstiick der Grofle 10 LE?.

Deshalb repriasentiert das Produkt der beiden Basisvek-
toren e, und e,
€6,

eine orientierte Einheitsfliche der GroB3e 1 LEZ2. Dieses
Produkt e,e, ist das letzte Basiselement und wird als49
Basis-Bivektor bezeichnet.



Basis-Bivektor

Das Produkt der beiden Basisvektoren e, und e,
€162

stellt das letzte Basiselement dar und wird als Basis-Bi-
vektor bezeichnet.

Die Silbe ,,Bi* bedeutet ja ,,zwei, denn ein Bivektor ist
das Produkt zweier senkrecht zueinander stehender Vek-

toren.

Und der Basis-Bivektor 1st eben das Produkt der beiden
senkrecht zueinander stehenden Basisvektoren. 50



Weiteres Beispiel

Als ein weiteres Beispiel konnen wir uns das Produkt
der beiden Vektoren ¢ und d

c=6e¢,+2¢,= (g —26)
—3 9)

=—3e1+9e2=(9 3

d

ansehen. Auch diese beiden
Vektoren stehen senkrecht
zueinander.

51



Weiteres Beispiel

Als ein weiteres Beispiel konnen wir uns das Produkt
der beiden Vektoren ¢ und d

c=6e +2e,= (S —26)
—3 9)

=—3e1+9e2=(9 3

ansehen. Auch diese beiden
Vektoren stehen senkrecht
zueinander. Werden sie mul-
tipliziert, entsteht also wieder
ein Rechteck. 52




Weiteres Beispiel

Produkt der beiden Vektoren ¢ und d zuerst im Falk-
schen Schema:

-3 9

9 3

6 2 0 60
2 -6 — 60 0




Weiteres Beispiel

Das gleiche Rechenergebnis kann natiirlich auch alge-
braisch mit Hilfe der Anti-Kommutativitat ohne direktes
Hinschreiben der Matrizen durch

cd=(6e;+2¢,)(—3e,+9e,)
=6(-3)e+6(9) e, +2(-3) eye, +2(9) e,
=—18 (1) + 54 e,e,— 6 (—e,e,) +18 (1)
=—18+ 18 + (54 + 6) e, e,

= 60 e, e,

gefunden werden. Und natiirlich sind beide Ergebnissew
1dentisch.



Weiteres Beispiel

Das gleiche Rechenergebnis kann natiirlich auch alge-
braisch mit Hilfe der Anti-Kommutativitit ohne direktes
Hinschreiben der Matrizen durch

cd=(6e;,+2¢,)(-3e,+9e,)
=6(-3)e 2 +6(9) e, +2(-3) e,e, 2(9) e’
=—18(1)+54¢e,e,— 6 (—e,e,) +18 (1)
=—18+ 18 + (54 + 6) e, e,

= 60 e, e,

gefunden werden. Und natiirlich sind beide Ergebnissé5
1dentisch.



Ergebnis
Das Produkt der beiden Vektoren

c=6e¢ +2e,= (g —26)

d=-3e¢,+9e,= (_3 9)

9 3

ergibt ein orientiertes Rechteck,
das als Bivektor

cd=60ele2=( 0 60)

—-60 O

geschrieben werden kann. Es be-

sitzt einen Flacheninhalt von 60 LEZ.

56



Nachstes Beispiel

Doch was passiert, wenn zwei Vektoren, die schrig zu-
einander stehen, miteinander multipliziert werden?

Schauen wir uns beispielsweise das Produkt der beiden
Vektorencund g

c=6e1+2e2=(§ 2)

—6
g=3e1+5e2=(§ _53) S
an. c

57



Nachstes Beispiel

Doch was passiert, wenn zwei Vektoren, die schrig zu-
einander stehen, miteinander multipliziert werden?

Schauen wir uns beispielsweise das Produkt der beiden
Vektorencund g

c=6e¢,+2e¢,= (S —26)

g=3e, t5e,= (g _53)

an. Werden sie multipliziert, ¢
entsteht kein Rechteck mehr, ... 58



Nachstes Beispiel

Doch was passiert, wenn zwei Vektoren, die schrig zu-
einander stehen, miteinander multipliziert werden?

Schauen wir uns beispielsweise das Produkt der beiden
Vektorencund g

c=6e¢,+2e¢,= (S —26)

g=3e, t5e,= (g _53)

an. Werden sie multipliziert, ¢
entsteht kein Rechteck mehr, 59
sondern ein Parallelogramm.



Nachstes Beispiel

Hier das Produkt der beiden Vektoren ¢ und g zuerst im
Falkschen Schema:

3 5
5 -3
6 2 28 24
2 -6 —24 28

— cd= (g _26) (2 _53) B (—2284 ég) ST



Nachstes Beispiel

Das gleiche Rechenergebnis kann natuirlich auch wieder
algebraisch mit Hilfe der Anti-Kommutativitit ohne di-
rektes Hinschreiben der Matrizen durch

cg=(6e,+2e,)(3e, T3¢
=63)e,>+6(5 ee,+2(3)e,e; +2(5) e,
=18 (1) +30 e,e, + 6 (—e,e,) 10 (1)
=18+ 10+ (30-6) e,e,

= 28 + 24 ¢, €,

gefunden werden. Und natiirlich sind beide Ergebnisséﬂ
wieder 1dentisch.



Nachstes Beispiel

Das gleiche Rechenergebnis kann natuirlich auch wieder
algebraisch mit Hilfe der Anti-Kommutativitat ohne di-
rektes Hinschreiben der Matrizen durch

cg=(6e,+2e,)(3e, T3¢
=63)e,>+6(5 ee,+2(3)e,e, +2(5) e,
=18 (1) +30 e;e, + 6 (— e15+ 10 (1)
=18+ 10+ (30-6) e,e,

= 28 + 24 ¢, €,

gefunden werden. Und natiirlich sind beide Ergebnisséz
wieder 1dentisch.



Ergebnis

Das Produkt der zwei schrag zueinander stehenden Vek-
toren

c=6e¢,+2e,= (g —26)

g=3e,+5e,= (g _53)

ergibt ein orientiertes Parallelo-
gramm, das als Summe eines
Skalars und eines Bivektors

28 24) C
—24 28

geschrieben werden kann.

cg=28+24e1e2=( -



Ergebnis

Das Produkt der zwei schrag zueinander stehenden Vek-
toren c =6 ¢, +2 e, und g =3 e, + 5 e, ergibt ein
orientiertes Parallelogramm, das als Summe eines Ska-
lars und eines Bivektors als

28 24)

cg=28+24e1e2=(_24 )8

geschrieben werden kann. Der Bi-
vektor beschreibt die Flache.

Das Parallelogramm hat also

einen Flacheninhalt von ins-
gesamt 24 LE-. 04



Ergebnis

Das Produkt der zwei schrag zueinander stehenden Vek-
toren c =6 ¢, +2 e, und g =3 e, + 5 e, ergibt ein
orientiertes Parallelogramm, das als Summe eines Ska-
lars und eines Bivektors als

cg=28+24e1e2=( 28 24)

—24 28

geschrieben werden kann. Und

der Wert des Skalars enthalt

die Information iiber den

Winkel o zwischen den bel- C

den Vektoren ¢ und g. 65



Hier das Ergebnis noch einmal groR gedruckt:

Das Produkt aus zwel schrag
zueinander stehenden
Vektoren

Summe aus Skalar und Bivektor

66



Mathematiker sagen dazu:

Das Produkt aus zwel schrag
zueinander stehenden
Vektoren

Linearkombination aus Skalar
und Bivektor

67



Nein, nein, nein, die eigentliche Wahrheit ist:
Mathematiker sagen das nur sehr, sehr selten.

Denn die Mathematiker mogen es, andere Leute zu ver-
wirren. Und um uns alle richtig schon zu verwirren,
erfinden die Mathematiker einfach zwei verschiedene
Produkte, die sie in (fast allen) Mathematikbiichern

getrennt beschreiben, getrennt darstellen und getrennt
behandeln.

Nur sehr selten addieren sie sie wirklich — obwohl das
meistens recht einfach und dazu noch recht tibersichtlich

ware. 68



Nein, nein, nein, die eigentliche Wahrheit ist:
Mathematiker sagen das nur sehr, sehr selten.

Denn die Mathematiker mogen es, andere Leute zu ver-
wirren. Und um uns alle richtig schon zu verwirren,
erfinden die Mathematiker einfach zwei verschiedene
Produkte, die sie in (fast allen) Mathematikbiichern
getrennt beschreiben, getrennt darstellen und getrennt
behandeln:

69



Und hier sind unsere beiden neuen Produkte:

Das Produkt aus zwel schrag
zueinander stehenden
Vektoren

Summe aus Skalar und Bivektor

Der skalare Anteil wird als inneres Produkt bezeich-
net. Und den bivektoriellen Anteil bezeichnet man als

aulleres Produkt.
70



Und hier sind unsere beiden neuen Produkte:

Das Produkt aus zwel schrag
zueinander stehenden
Vektoren

Summe aus Skalar und Bivektor

Summe aus
innerem Produkt und auRerem Produkt;



Inneres Produkt aus zwei Vektoren

Das innere Produkt zweier Vektoren ist symmetrisch. Es
wird durch einen grof3en, dicken Punkt e bezeichnet.

Die Definition des inneren Produkts lautet:

1
aeb= E(ab+ba)

Vertauscht man die Multiplikationsrethenfolge beim
inneren Produkt zweier Vektoren, ergibt sich wieder das
gleiche Ergebnis:

1 1
boa=E(ba+ab)=E(ab+ba)=a0b 79



AuReres Produkt aus zwei Vektoren

Das aulBlere Produkt zweier Vektoren ist anti-symme-
trisch. Es wird durch einen Keil A bezeichnet.

Die Definition des aulleren Produkts lautet:

1
anb= E(ab—ba)

Vertauscht man die Multiplikationsrethenfolge beim
aullerem Produkt zweier Vektoren, ergibt sich eine Vor-
zeichenumkehr:

1 1
bara= E(ba—ab)=— E(ab—ba)=—a/\b 73



Geometrisches Produkt aus zwei Vektoren

Diese beiden Produkte gehen auf Clifford und Grass-
mann zuriick. Sie haben diese beiden Produkte bereits
addiert und das ubliche Gesamtprodukt (moderne
Schreibweise ohne Multiplikationszeichen!)

ab=aeb+aAb

erhalten. Be1 dieser Addition bleiben ja nur die ab-
Terme in der Definition iibrig. Die ba-Terme heben sich
aufgrund des Minuszeichens weg.

Dieses Gesamtprodukt wurde schon von Clifford und
Grassmann als Geometrisches Produkt bezeichnet. 74



Interpretation des inneren Produkts

Mit Hilfe des inneren Produkts a e b kann der Winkel o
zwischen beiden Vektoren a und b bestimmt werden,
denn der Quotient aus dem inneren Produkt und den
Langen der beiden Vektoren entspricht dem Kosinus
dieses Winkels:

aeb

|al[bl

COS O =

Die Lange der beiden Vektoren entspricht dem Betrag
dieser Vektoren, den man erhilt, wenn die Wurzel des
Quadrats gebildet wird:

la] = Va2 bzw. |b]=+Vb? 75



Zuruck zum Beispiel

Wie grofl ist also der Winkel zwischen den beiden
Vektoren ¢ und g?

c=6e1+2e2=(g 2)

g=3e, t5e,= (g 5)

Zur Beantwortung dieser Frage muss zuerst die Lange
der beiden Vektoren berechnet werden.

76



Lange der Vektoren

Mit Hilfe des Falkschen Schemas lautet das Quadrat des
Vektors c:

6 2
2 -6
6 2 40 0
2 -6 0 40

77



Lange der Vektoren

Das gleiche Ergebnis ergibt sich natirlich auch wieder
algebraisch mit Hilfe der Anti-Kommutativitit ohne di-
rektes Hinschreiben der Matrizen:

c’=(6e,+2e,)(6e,+2e,)
=6(6)e,>+6(2) e e,+2(6)e,e, +2(2) e,
=36(1) +12e,e,+12(—eqe,) 4 (1)
=36+4+(12-12) ¢,e,

= 40

Bei Quadratur eines Vektors heben sich die Mischterme’s
gegenseltig immer weg und es ergibt sich ein Skalar.



Und nochmal: Lange der Vektoren

Mit Hilfe des Falkschen Schemas lautet das Quadrat des
Vektors g:

3 5
5 -3
3 5 34 0
5 -3 0 34

79



Und nochmal: Lange der Vektoren

Das gleiche Ergebnis ergibt sich natirlich auch wieder
algebraisch mit Hilfe der Anti-Kommutativitit ohne di-
rektes Hinschreiben der Matrizen:

g’=3e t5e)(3e+5ey
=33)e,*+3(5) ee,+5(3)e,e; +5(5) e,
=9(1)+15e,e, +15(—eqe,) 25 (1)
=9+25+(15-15) e,e,
= 34

Bei Quadratur eines Vektors heben sich die Mischterme?/
immer gegenseitig weg und es ergibt sich ein Skalar.



Und nochmal: Lange der Vektoren

Damit erhalt man die folgenden Vektorenlangen:

c2= 40 - |c|=\/4_0(1)=(m 0)

0 /40

und:
_ _ (V34 0
g-u = g-vI@- (Y3 0

Eine Lange bzw. ein Betrag 1st somit immer ein Skalar.

81



Berechnung des inneren Produkts

Da wir das Geometrische Produkt der zwei beiden
schrag zueimander stehenden Vektoren ¢ = 6 e; + 2 e,
und g = 3 e; + 5 e, schon kennen, kann auch das innere
Produkt ohne Probleme ermittelt werden:

cg=28+24ele2=(_2284 ;g)
28 —24
gc=28—24e1e2=(24 28)

1 28 0
= = =-— —I— — j—
= aeb 2(cg gc)=28 ( 0 28)

82
Wie erwartet 1st das innere Produkt ein Skalar.



Winkelberechnung

Jetzt kann die Winkelberechnung erfolgen:

€o8 28 0.7593
COS O = = ~ 0,
Icllgl +40+/34
N (0,7593 0 )
~ 0 0,7593

= o = arccos 0,7593 = 40,60°

= Der Winkel zwischen den beiden Vektoren ¢ und g
betragt 40,60°.

83



Fur Mathe-Freaks noch eine Andeutung zum Schluss:

Das Geometrische Produkt der beiden Vektoren ¢ und g

hatten wird zu
cg=28+24ee,

berechnet.

Dividieren wir durch die beiden Vektorenlangen

cg 28 24
- * €162
V4034 /4034 /4034
T T T 7
COS O imaginare Einheit

erinnert das alles doch sehr ... 84



Fur Mathe-Freaks noch eine Andeutung zum Schluss:

Das Geometrische Produkt der beiden Vektoren ¢ und g

hatten wird zu
cg=28+24ee,

berechnet.

Dividieren wir durch die beiden Vektorenlangen

cg 28 24
- * €162
V4034 +V40+/34 4034
T T T 7
Euler = cosa + sina 1imaginare Einheit

erinnert das alles doch sehr an Eulers schonste Formel. 85



Alternative Winkelberechnung

Der Winkel o zwischen beiden Vektoren a und b kann
auch mit Hilfe des dulBleren Produkts a A b bestimmt
werden, denn der Flacheninhalt eines Parallelogramms
entspricht dem Produkt aus den beiden Seitenlangen und
dem Sinus des eingeschlossenen Winkels:

. anb
SIn QL = €,e,

|al|b]

Und mit Hilfe der An-Multiplikation von e,e, wird der
Basis-Bivektor e,e, in ein Basis-Skalar 1 uberfuhrt:

_ 2 ., _ _ 2 86



Alternative Winkelberechnung

Also:

. anb
SIn oL = al|bl €,
24
~ J20/34
24

~ J20/34

€,€,€,¢

~ 0,6508

= o = arcsin 0,6508 = 40,60°

— Der Winkel zwischen den beiden Vektorencund g
betragt 40,60°.



Schlussfolgerung:

Euler lebt!



Euler lebt

Eulers schonste Formel lebt auch in der Geometrischen
Algebra an zentraler Stelle weiter.

Da kommen selbst hartgesottene Mathematikerinnen
und Mathematiker ins esoterische Schwarmen:

Die Konstanten der Analysis:
mystisch vereint

Ja, Mathematikerinnen und Mathematiker sehen 1n
dieser Formel von Euler etwas Mystisches, Magisches,
mysterios Monumentales, von mythischem Nebe}w
manisch umhullt!



Und nicht nur fur Mathe-Freaks:

Auch fir Normalsterbliche hier zum Schluss deshalb der
folgende Literaturhinweis, der nicht nur die Mathematik,
sondern auch die Mystik hinter dieser Formel be-
leuchtet:

Pierre Basieux: Die Top Ten der schonsten
mathematischen Satze. Rororo science 60883,
Rowohlt Taschenbuch Verlag, Reinbek bei
Hamburg 2000,

— Die Konstanten der Analysis: mystisch ver-
eint, S. 71 - 79. 90
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Der kleine, doofe Computer

In den Erganzungsfolien 02 hatten wir tiber einen klei-
nen, doofen und unbeholfenen Computer nachgedacht,
der nur fiir Rechnungen mit reellen (2 x 2)-Matrizen
programmiert wurde.

Andere mathematische Objekte versteht er nicht. Mit
anderen mathematischen Objekten kann er nichts anfan-
gen.



Der kleine, doofe Computer

Unser kleiner, doofer Computer kennt also nur mathe-
matische Objekte der Art:

(411 412
A =
dp1 d22

a,1, 415, 45, Und a,, sind dabei reelle Zahlen.

Fiur andere mathematische Objekte 1st er einfach nicht
programmiert.



Wiederholung: Die vier Basiselemente

Jede reelle (2 x 2)-Matrix A kann dann als Summe die-
ser vier Basiselemente ausgedriickt werden:

(1 O) _1 skalare, dimensionslose

0 1 Basiseinheit

( 01) = € Basisvektor in x-Richtung
(O 1) = Basisvektor in y-Richtung
1 0

(_O 1 (1)) = e¢,€, Basis-Bivektor der xy-Ebene



Wiederholung: Die vier Basiselemente

Die skalare, dimensionslose Basiseinheit 1 1st ein
Einheitsskalar und wirkt deshalb genauso wie die reelle
Zahl 1 als neutrales Element der Multiplikation.

Die Basisvektoren e; und e, sind Einheitsvektoren, die
orthogonal zueinander stehen. Es sind also orientierte

Streckenstiicke der Lange 1 LE.

Der Basis-Bivektor e,e, ist ein orientiertes Flachenstiick
mit einem Flacheninhalt von 1 LE?.

(LE 1st dabei die Abkiirzung fiir Langeneinheit.)



Wiederholung: Produkt zweier Vektoren

Das Produkt zweier Vektoren a b wird als Geometri-
sches Produkt bezeichnet. Es kann in ein inneres
Produkt a e b und ein dulleres Produkt a A b zerlegt
werden:

ab=aeb+aAab

Dies wird iibrigens kanonische Dekomposition ge-
nannt.

Das Geometrische Produkt zweier Vektoren setzt sich
also aus einem skalaren Anteil und einem flachenartigen

Anteil zusammen, weil...
7



Wiederholung: Produkt zweier Vektoren

Das Geometrische Produkt zweier Vektoren setzt sich
aus einem skalaren Anteil und einem flachenartigen An-
teil zusammen, weil bei der Multiplikation von Vektoren
die folgenden Regeln fiir die Multiplikation der Basis-
vektoren angewendet werden:

Normierung: e’=e,’=1

(D1e Basisvektoren haben eine Lange von 1 LE.)

Anti-Kommutativitat: e e,=—e, e,

(Die Basisvektoren stehen orthogonal zueinander.)



Wiederholung: Inneres und auBeres Produkt

Das innere Produkt zweier Vektoren ist symmetrisch. Es
ist folgendermalien definiert:

1
aeb= E(ab+ba)=boa

Das aullere Produkt zweiler Vektoren ist anti-symme-
trisch. Es wird durch einen Keil A bezeichnet und ist
folgendermalf3en definiert:

1
anb= E(ab—ba)=—b/\a



Wiederholung: AuBeres Produkt

Mit Hilfe des aulleren Produkts zweier Vektoren kann
der orientierte Flicheninhalt

A=aAnAb

eines Parallelogramms berechnet werden, das durch die
beiden Vektoren a und b aufgespannt wird.

Diese Flacheninhaltsberechnungen wenden wir jetzt an:
Wir wollen mit Hilfe des kleinen, doofen Computers auf
Grundlage einer solcher Flachenberechnungen ein Li-
neares Gleichungssystem (LGS) losen, das aus zwel
Gleichungen mit zwei1 Unbekannten besteht. 10



Cramer und Grassmann

Jetzt wollen wir mit Hilfe des kleinen, doofen Compu-
ters auf Grundlage einer solcher Flachenberechnungen
ein Lineares Gleichungssystem 10sen, das aus zwe1 Glei-
chungen mit zweil Unbekannten besteht.

Das haben ubrigens schon Grassmann 1844 und vor thm
Cramer (in modifizierter Form) so gemacht.

Das folgende Beispiel (siehe niachste Folie) zeigt, wie
das geht.

11



Beispiel eines Linearen Gleichungssystems

Sx+3y=41
2x+6y=150

Frage: Welche Werte haben die Variablen x und y?

12



Beispiel eines Linearen Gleichungssystems

Sx+3y=41
2x+6y=150

Frage: Welche Werte haben die Variablen x und y?

Natiirlich konnen Sie dieses Gleichungssystem so 10sen,
wie Sie es in der Schule gelernt haben. Oder so, wie es
in anderen Mathematikbiichern gemacht wird.

Um es aber mit Hilfe des kleinen, doofen Computers zu
l0sen, greifen wir auf die Losungsmethode von Grass-
mann und Cramer zuriick. (Und es schadet auch niez 3
mehrere verschiedene Losungsmethoden zu kennen.)



Beispiel eines Linearen Gleichungssystems

Sx+3y=41
2x+6y=150

Zur Losung dieses Linearen Gleichungssystems fassen
wir die beiden Gleichungen in einer einzigen Gleichung
zusammen. In dieser zusammengefassten Gleichung
miussen die einzelnen Bestandteile jedoch noch erkenn-
bar sein. (Es hilft uns namlich nicht weiter, wenn wir
beide Gleichungen einfach zu 7 x + 9 y = 91 addieren,
da diese Gleichung nicht mehr die eine gesuchte Losung
aufweist, sondern auf einmal unendlich viele Losungen

hat.) 14



Geometrisierung

Sx+3y=41
2x+6y=150

Zur Losung dieses Linearen Gleichungssystems fassen
wir die beiden Gleichungen in einer einzigen Gleichung
zusammen. In dieser zusammengefassten Gleichung
miussen die einzelnen Bestandteile jedoch noch erkenn-
bar sein. Deshalb ,,geometrisieren* wir die beiden Glei-
chungen, indem wir ihnen Richtungen zuordnen und sie
so unterscheidbar machen.

15



Geometrisierung

S5x+3y=41 < male; (erste Richtung)
2x+6y=50 < male, (zweite Richtung)

Zur Losung dieses Linearen Gleichungssystems fassen
wir die beiden Gleichungen in einer einzigen Gleichung
zusammen. In dieser zusammengefassten Gleichung
miussen die einzelnen Bestandteile jedoch noch erkenn-
bar sein. Deshalb ,,geometrisieren* wir die beiden Glei-
chungen, indem wir ihnen Richtungen zuordnen und sie
so unterscheidbar machen.

Eine algebraische Situation wird dadurch in
eine geometrische Situation umgewandelt. 16



Geometrisierung

S5x+3y=41 < male; (erste Richtung)
2x+6y=50 < male, (zweite Richtung)

Sx+3y)e,=41e¢
2x+6y)e,=50e,

Se;x+3e,y=41 ¢
2e,x+6e,y=50e,

Eine algebraische Situation wird dadurch in
eine geometrische Situation umgewandelt. 17



Geometrisierung

S5x+3y=41 < male; (erste Richtung)
2x+6y=50 < male, (zweite Richtung)

Sx+3y)e,=41e¢
2x+6y)e,=50e,

Se;x+3e,y=41 ¢
2e,x+6e,y=50e,

Addition: Se;x+3e;y+2e,x+6e,y=41e,+50e,

Eine algebraische Situation wird dadurch in
eine geometrische Situation umgewandelt. 18



Geometrisierung

Naturlich wird das fiir unseren kleinen Computer dann
extra mit Hilfe von (2 x 2)-Matrizen geschrieben:

1 0
(5x+3y)e =4l e, “ (o —1)
(2X‘|—6y)62=5062\ (() 1)

—%27 1 0
(5x+3y 0 ):(41 0)
0 —5x—3y 0 —-41
( 0 2x+6y>:(0 50)
2X+ 6y 0 50 O

Addition: 5e,x+3e;y+2e,x+6e,y=41e;+50ey9




Zwischenbemerkung

Denn unser kleiner Computer versteht ja das gegebene
Gleichungssystem

S5x+3y=41
2x+6y=250

uberhaupt nicht. Dort stehen ja einzelne reelle Zahlen 3,
3, 2, 6, 41 und 50 und die einzelnen reellen Unbe-
kannten x und y. Unser klemner Computer versteht nur:

Sx+3y=41

2x+6y=150 20



Unser kleiner Computer versteht nur:

Sx+3y=41
2x+6y=50

Hier 1st alles fett gedruckt, denn die einzelnen Skalare
werden fir den kleinen Computer als (2 x 2)-Matrizen
geschrieben.

Beispielsweise sind: 5 = ((5) (5)) 41 = (43 42)

=G0 v )

Alle diese skalaren Groflen miussen fiir unseren kleiner ;s
Computer durch (2 x 2)-Matrizen ausgedriickt werden.



Unser kleiner Computer versteht nur:

Sx+3y=41
2x+6y=50

Wenn wir also irgendwo 5 x schreiben, miissen wir das
fiir unseren kleinen Computer als

5X1:5X(1 O):(SX O)

0 1 0 5x
(6 96
=5X

22
darstellen.



Unser kleiner Computer versteht nur:

Sx+3y=41
2x+6y=50

Und wenn wir irgendwo 5 x e, schreiben, miissen wir
das flr unseren kleinen Computer als

5xe1=5x(1 O):(SX 0)

0 -1 0 -5x
(0 D6 Do )
=35x¢

2
darstellen. J



Und so geht es weiter: Geometrisierung

Naturlich wird das fiir unseren kleinen Computer dann
extra mit Hilfe von (2 x 2)-Matrizen geschrieben:

1 0
(5x+3y)e =4l e, “ (o —1)
(2X‘|—6y)62=5062\ (() 1)

—%2"\1 o
(5x+3y 0 ):(41 0)
0 —5x—3y 0 —-41

( 0 2x+6y):(0 5())
2X+ 6y 0 50 O

Addition: Se;x+3e;y+t2e,x+6e,y=41e;+50eyp,



Und so geht es weiter: Geometrisierung

Naturlich wird das fiir unseren kleinen Computer dann
extra mit Hilfe von (2 x 2)-Matrizen geschrieben:

e=(1 O)
(5x+t3y)e =4l¢ PN -
2x+6y)e,=50e, _(0 1
L 5x+3y 2x+6y\ (41 50
Addition: (Zx+6y —5x—3y)_(50 _41)

Addition: 5e;x+3e,yt2e,x+6e,y=41¢, +50eps



Und so geht es weiter: Geometrisierung

Addition: (5 X+3y 2x+6 y) = (41 50)

2x+6y —-5x—3y/ \50 —41
Addition: Se;x+3e,y+2e,xt+6e,y=41¢e,+50e,

Und jetzt sortieren wir um, indem wir die Unbekannten
x und y ausklammern:

G )+ (6 2)v=(o )

S5e;,+2e,)x+(3e,+6e,)y=41¢,+50e,

26



Zwischenergebnis
5 2 3 6 41 50
_|_ =
(2 —5) : (6 —3) 4 (50 —41)
(5e,+2e,)x+(3e,+6e,)y=41¢e,+50e,

Dieses Zwischenergebnis vergleichen wir mit unserem
urspringlichen Gleichungssystem:

5x+3y=41
2x+6y=150

27



Zwischenergebnis

G -9+ (6 2)v=(o )

(5e,+2e,)x+(3e, +6e,)y=41e,+50e,

5x+3y=41
2x+6y=50

28



Zwischenergebnis

G -9+ (6 2)v=(o )

S5e, +2e)x+3e, +6e,)y=41e;,+50e,

5x+3y=41
2x+6y=50

Das Gleichungssystem wird als eine einzige Vektorglei29
chung geschrieben.



Zwischenergebnis

G 5 (6 3)v-(o —a)
S5e, +2e)x+3e, +6e,)y=41e;,+50e,

NV

Koeffizientenvektoren = Ergebnisvektor

N\

5x+3y=41
2x+6y=50

Das Gleichungssystem wird als eine einzige Vektorglei30
chung geschrieben.



Zwischenergebnis

G -9+ (6 2)v=(o )

S5e, +2e)x+3e, +6e,)y=41e;,+50e,

Koeffizientenvektoren: Ergebnisvektor:

a=5e1+2e2=(g _é) r=4le; +50e,
2 6 _ (41 50)

b=3e1+6e2=(6 _3) 50 —41

(r steht fiir englisch ,,result®.)

31



Zwischenergebnis

G -9+ (6 2)v=(o )

S5e, +2e)x+3e, +6e,)y=41e;,+50e,

Koeffizientenvektoren: Ergebnisvektor:

a=5e1+2e2=(g _é) r=4le; +50e,
2 6 _ (41 50)

b=3e1+6e2=(6 _3) 50 —41

(r steht fiir englisch ,,result®.)

Das Gleichungssystem hat jetzt also die Form: P

axt+tby=r



Zwischenergebnis

G -9 (6 2)v=(o —a)
(5e,+2e,)x+(3e, +6e,)y=41e,+50e,

4«

ax+tby

|
=

33



Der Trick

G -9 (6 2)v=(o —a)
(5e,+2e,)x+(3e,+6e,)y=41¢e,+50e,

Um diese Vektorgleichung losen zu koOnnen, erinnern
wir uns: Ein Parallelogramm, das aus zwei schriag
zueinander stehenden Vektoren a und b aufgespannt
wird, besitzt einen Flacheninhalt: aAb =0

Aber: Ein Parallelogramm, das aus zwei parallel zuei-
nander stehenden Vektoren a und a aufgespannt wird,
hat keinen Flacheninhalt: ana=0 34



Der Trick

G —5)xr (6 —3)v=(o a0
(5e,+2e,)x+(3e,+6e,)y=41¢e,+50e,
Wir wissen: anb=0

ana=>0
Wenn die Vektorgleichung
ax+tby=r

in emner aulleren Multiplikation mit a multipliziert wird,
dann verschwindet der Term mit der Unbekannten x. ;5



Der Trick

Wir lassen x verschwinden!

ax+tby=r
an(axt+by)=aAr
(ana)xt(aanb)y=aAr

Sie erinnern sich an die Definition des aulleren
Produkts?

1
anb=—(ab-ba
2( ) s



Der Trick

Wir lassen x verschwinden!

ax+tby=r
an(axt+by)=aAr

(ana)xt(aanb)y=aAr
A

Sie erinnern sich an die Definition des aulleren
Produkts? Wenn a = b gesetzt wird, folgt:

1
ana= E(aa—aa)=0

37



Der Trick

Wir lassen x verschwinden!
ax+tby=r
an(axt+by)=aAr

(ana)xt(aanb)y=aAr
A

(anb)y=aAr
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Der Trick

Wir lassen x verschwinden!

ax+tby=r
an(axt+by)=aAr

(ana)xt(aanb)y=aAr

A

(anb)y=aAr

Und jetzt miissen wir nur noch durch (a A b)
0 dividieren.
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Der Trick

Wir lassen x verschwinden!

ax+tby=r
an(axt+by)=aAr
(ana)xt(aanb)y=aAr
(anb)y=aAr

(zweite) Losung: y=(aAb) ' (aAr)
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Der Trick

Genau auf die gleiche Art und Weise kann x berechnet

werden: Wir lassen y verschwinden!
ax+tby=r
(ax+by)Ab=raAb
(@aAnb)x+(bAb)y=raAb

A

(aAnb)x =rAb

41



Der Trick

Genau auf die gleiche Art und Weise kann x berechnet

werden: Wir lassen y verschwinden!

ax+tby=r
(ax+by)Ab=raAb
(@aAnb)x+(bAb)y=raAb
(aAnb)x =rAb

(erste) Losung:  x=(aAb) ' (rAb)

42



Zusammenfassung

Ein Lineares Gleichungssystem (LGS) aus zwe1r Glei-
chungen mit zwei1 Unbekannten, das als Vektorgleichung

ax+tby=r

geschrieben wird, kann mit Hilfe der dufleren Produkte
folgendermalien gelost werden:

x=(@ab) ' (rab)
y=(@Aab) '(aar)

Es miissen also nur Flacheninhalte berechnet und ver-
glichen werden. 43



Und jetzt rechnen wir diese Flachen aus

S5x+3y=4I1 a= 5e, + 2e,
2x+6y=50 b= 3e, + O0e,
r=41e,+50e,

AuBere Produkte:
anb=0e +2e,)A(B3e +6e,)=24¢e,
rab=...

ANY = ...

S



Und jetzt rechnen wir diese Flachen aus

S5x+3y=4I1 a= 5e, + 2e,
2x+6y=50 b= 3e, + O0e,
r=41e,+50e,
AuBere Produkte:
7 N\

anb=(5e +2e,)A(3e 06e,)=24¢.e,

weill S5-6ee,+2-3e,e,=30e,e,+ 6e,e,
=30e,e,—0¢e,e,

= (30 -06) eqe,
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Und der kleine Computer rechnet naturlich mit seinen
(2 x 2)-Matrizen

5 2
2 =5

b=3el+6e2=(z S

a=5e1+2e2=(

ab 3 6

2 =5 |-24 27
46



Und der kleine Computer rechnet naturlich mit seinen
(2 x 2)-Matrizen

a=5e1+2e2=(g _g

b=3e,+6e,= (> %)

ab 3 6 ba 5 2
6 -3 2 =5

5 2 27 24 3 6 | 27 -24

2 =5 -24 27 6 -3 | 24 27
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Und der kleine Computer rechnet naturlich mit seinen
(2 x 2)-Matrizen

a=5€1‘|‘292:(; _g
b:3e1+662:(z _g)
o-(5 ) eeG )
— a/\bZ%(ab_ba):%(_zl(g); 43)
:(—291 23) 48

=24 eqe,



Und jetzt rechnen wir diese Flachen aus

S5x+3y=4I1 a= 5e, + 2e,
2x+6y=50 b= 3e, + O0e,
r=41e,+50e,

AuBere Produkte:
anb=0e +2e,)A(B3e +6e,)=24¢e,
rab=(4le, +50e,) A(3e;+6e,) =96 eqe,

ANY = ...
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Und jetzt rechnen wir diese Flachen aus

S5x+3y=4I1 a= 5e, + 2e,
2x+6y=50 b= 3e/+ 6e,
r=41e,+50e,

AuBere Produkte:

/\
rAb=(4le +50e,)A(3e,+6e,)=96e¢ee,

weill 41-6e.e,+ 50 3 e,e; =246 eqe, + 150 e,e,
=246e.e,—150¢,e,
= (246 — 150) e, e,
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Und der kleine Computer rechnet naturlich mit seinen
(2 x 2)-Matrizen

r=41e1+50e2=(§(1) _ig)
b= 3e, + 6e2=(2 _g)
rb 36

6 -3

41 50 | 423 96
50 —41 | —96 423
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Und der kleine Computer rechnet naturlich mit seinen
(2 x 2)-Matrizen

41 50

— + —
r=4le +50e, (50 _41)
b= 3e, + 6e2=(2 _g)
rb 36 br 41 50

6 —3 50 — 41
41 50| 423 96 3 6| 423 —96
50 —41 | —96 423 6 -3 | 96 423

52



Und der kleine Computer rechnet naturlich mit seinen
(2 x 2)-Matrizen

50 41

b= 3e+ 6e,=(0 )

r=4le,+50e,=

o-(T55 423)  Pro(as a23)

1 1. 0 192
— 1'/\b—2(rb—b1')—2(_192 O)

) (—906 906) 53

=96 e e,



Und jetzt rechnen wir diese Flachen aus

S5x+3y=4I1 a= 5e, + 2e,
2x+6y=50 b= 3e, + O0e,
r=41e,+50e,

AuBere Produkte:
anb=0e +2e,)A(B3e +6e,)=24¢e,
rab=(4le, +50e,) A(3e;+6e,) =96 eqe,

anr=(5e t+2e,)A(4le, +50e,) =168 e,e,
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Und jetzt rechnen wir diese Flachen aus

S5x+3y=4I1 a= 5e, + 2e,
2x+6y=50 b= 3e, + O0e,
r=4le,+50e,
AuBere Produkte:
7~ N

anr=(5e +2e,)A(4le +50e,) =168 e,e,

well 5+ 50e,e,+ 241 eye; =250 e e, + 82 e,e,
=250 e;e, — 82 ¢;e,
= (250 - 82) eqe,
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Und der kleine Computer rechnet naturlich mit seinen
(2 x 2)-Matrizen

a=5e1+2e2=(5 2)

2 =5
r=4le,+50¢,= (g, _ig)
ar 41 50

50 —-41

5 2 | 305 168
2 =5 |-168 305

56



Und der kleine Computer rechnet naturlich mit seinen
(2 x 2)-Matrizen

a=5e1+2e2=(5 2)

2 =5
_ (41 50
r—41e1+50e2—(50 _41)
ar 41 50 ra 5 2
50 —41 2 =5
5 2 305 168 41 50 | 305 — 168
2 =5 |-168 305 50 —41 | 168 305
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Und der kleine Computer rechnet naturlich mit seinen
(2 x 2)-Matrizen

a=5e1+2e2=(g _g)

41 50)

r=41 e1+50e2=(50 o

ar=(Ligs 308) (s s05)

= a/\r=1(ar—ra) =1( 0 336)
2 2\=-336 O

- (—128 188)

=168 e, e,
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Zwischenergebnisse

S5x+3y=4I1 a= 5e, + 2e,
2x+6y=50 b= 3e, + O0e,
r=41e,+50e,

AuBere Produkte:
anb=0e +2e,)A(B3e +6e,)=24¢e,
rab=(4le, +50e,) A(3e;+6e,) =96 eqe,

anr=(5e t+2e,)A(4le, +50e,) =168 e,e,

59



Wiederholung: Zusammenfassung von Folie 43

Ein Lineares Gleichungssystem (LGS) aus zwe1r Glei-
chungen mit zwei1 Unbekannten, das als Vektorgleichung

ax+tby=r

geschrieben wird, kann mit Hilfe der dufleren Produkte
folgendermallen gelost werden:

x=(@Aab) ' (rab)
y=(@Aab) '(aar)

Es miissen also nur Flacheninhalte berechnet und ver-
glichen werden. 60



Division durch Flachen (Bivektoren)

Durch ein orientiertes Flachenstiick a A b kann dividiert
werden, indem mit dem Inversen bzw. Reziprokem die-
ses Flachenstucks

1

anb

(anb) =

multipliziert wird. l
x=@Ab) ' (rab)

y=(@aAb)y !(aar)
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Division durch Flachen (Bivektoren)
anb=24e.,

by 1 1 e, 1
— a — — = (VN o
(@anb)y =7, ee, 24 ee,ee, 24 21

Probe:

1
(anb)(anb) '=24ee, o2 &

=1ee,e,e, =1¢ee,=1 V

e
1 1
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Losung des LGS

Sx+3y=4I1 r Ab=96e,e,
2x+6y=50 anr=1638ese,
anb=24e.e,

96

= x=(aAb) '(rab)= i e,e ee, = 4
168

y=(anb) '(aar)= Sq eeieer =7

Probe: Einsetzen 1n das urspriingliche LGS

5x+3y=5-4+3-7=20+21=41

2x+6y=2-4+6-7= 8+42=50
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Division durch Flachen (Bivektoren)

Naturlich fuhrt der kleine Computer diese Division mit
seinen (2 x 2)-Matrizen aus, denn er weil3, wie inverse
Matrizen gebildet werden:

a/\b=24ele2=(_23 Zg)
0 24)‘1: 0 —u

= @ab)'=(_,, L)

Probe:

(a/\lo)(a/\b)1=(_29L zg) io _2_(;* =((1) (1))=1 N



Losung des LGS

5x+3y=41 rAb= 96e1e2=(_9g 98)
2x+6y=50 a,\r=168e162=(_128 1%8)
anb= e (0 %)

= x=(aAb)y ' (rab)= O _2_14)( : 96)
i o/ \—96 O

y=(aab)yl(aanr)=... 65



Falksches Schema

0

x=@Ab) ' (rab)=| ,

24

0 96

~ 96 0
1 96

0o —— — 0
24 24

1 96
— 0 0

24 24
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Losung des LGS

5x+3y=41 rAb= 96e1e2=(_9g 98)
2x+6y=150 a/\r=168e1e2=(_1(6)8 1%8)

67

y=@ab) '@ar)



Losung des LGS

5x+3y=41 rab= 96e1e2=(_9g 98)
2x+6y=50 a,\r=168e162=(_128 1%8)
anb= 2ee=(_,y %)
= x=(aAb) ' (rab)=4
—— 1
=(aAb) '(aAr)= 04) —168 68
=7 68

O 7



Losung des LGS

5x+3y=41 rab= 96e1e2=(_9g 98)
2 x+6y=50 a/\r=168e1e2=(_1(6)8 1%8)
anb= 24e1e2=(_2(£)L Zg)
N X=(a/\b)1(r/\b)=(g 2)=4
) 7 0
y=(aAb) 1(a/\r)z(o 7)=7

— Es ergeben sich die gleichen Ergebnisse wie in Fo-

lie 63, nur eben jetzt in Matrizenschreibweise.
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Fazit: Es funktioniert!

Ein Lineares Gleichungssystem (LGS) aus zwe1r Glei-
chungen mit zwe1 Unbekannten

ax+tby=r

kann mit Hilfe von Flacheninhaltsberechnungen (also
mit Hilfe der dulleren Produkte) folgendermallen gelost
werden:

x=(@Aab) ' (rab)
y=(@Ab) '(aar)

(Vorausgesetzt, die Flicheninhalte sind nicht Null, so
dass das LGS eindeutig 1sbar ist.) 70



Fazit: Es funktioniert!

Es funktioniert — und das ist fiir uns als anwendungs-
orientierte Wissenschaftler (also fiir uns Ingenieur/innen,
Physiker/innen, Chemiker/innen, etc.) erst einmal das

Wichtigste.
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Fazit: Es funktioniert!

Es funktioniert — und das ist fiir uns als anwendungs-
orientierte Wissenschaftler (also fiir uns Ingenieur/innen,
Physiker/innen, Chemiker/innen, etc.) erst einmal das
Wichtigste.

Es funktioniert — und das gefallt nicht allen Mathemati-
kerinnen und Mathematikern. Mathematiker konnen
manchmal sehr eitel und eingebildet sein.

Vordergrindig tun sie immer recht hoflich und dezent.
Aber wenn es zur Sache geht, sind sie knallhart, bis aufs

Messer feindselig und uneingeschriankt eigensiichtig. 75



Fazit: Es funktioniert!

Mathematiker konnen manchmal sehr eitel und einge-
bildet sein. Vordergriindig tun sie immer recht hoflich
und dezent. Aber wenn es zur Sache geht, sind sie knall-
hart, bis aufs Messer feindselig und uneingeschrankt
eigensiichtig.

Das musste auch Hermann Grassmann erfahren, nach-
dem er 1844 seine Ausdehnungslehre veroffentlichte.

In diesem Buch hat er das, was Sie gerade zur Losung
Linearer Gleichungssysteme gelernt haben, ausfiihrlich

und sehr, sehr tiefgriindig dargestellt. 73



Fazit: Es funktioniert!

Die Reaktion auf die Art von Hermann Grassmann,
Mathematik zu betreiben, beschreibt Gian-Carlo Rota in
seinem Buch

Gian-Carlo Rota: (1997). Indiscrete Thoughts.
Birkhauser-Verlag, Boston, Basel, Berlin 1997

sehr offen:

Seine mathematischen Kollegen meldeten sich grof3ten-
teils mit offener oder versteckter Feindseligkeit zu Wort.
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Fazit: Es funktioniert!
Gian-Carlo Rota schreibt (auf S. 47):

It is not surprising that Grassmann was not entirely
welcome among mathematicians. Anyone coming up
with a new definition is likely to make enemies. New
ideas are often unwelcome and regarded as intrusive.
Grassmann made a number of enemies, and the
animosity against his great definition has not entirely
died out.

Grassmanns Kollegen empfanden die Mathematik, die
Sie als Studenten in den Folien gerade gelernt haben, als
Angriff auf die Mathematik. 75



Fazit: Es funktioniert!

Uber zwei wirklich auBerordentlich begabte, geradezu
geniale Mathematiker/innen schreibt Rota (auf S. 233):

In their first textbook of "modern” algebra, they made
sure that not a word of tensor algebra, and most of all,
no hint of mystifying concoctions of that crackpot
Grassmann would be given out.

,,Mystifying concoctions® heil3t wohl so viel wie ,,mysti-
fizierendes Gebrau* und ,,crackpot® hei3t wohl irgend-
was wie ,,Spinner®. So geht es zu in der Mathematik,
selbst Genies (wie hier Noether und van der Waerden)
verhalten sich wie kleine, storrisch blirrende Kinder/0
denen Grassmann das Spielzeug weggenommen hat.



Fazit: Es funktioniert!

Dabe1 war Grassmann nicht nur ein Mathematiker, son-
dern auch ein Sprachkiinstler. Es sprach perfekt Sanskrit
und ubersetzte den Rig-Veda ins Deutsche. Noch heute
gilt sein ,,Worterbuch zum Rig-Veda® als ein Grund-
lagenwerk, das Sanskritforscher ausfiihrlich nutzen.

Grassmanns Sprachgewalt i1st enorm. Sie i1st so enorm
und erschlagend, dass wir Normalsterbliche, selbst wenn
wir perfekt die Sprache sprechen, in der Grassmann
seine Ausdehnungslehre schrieb, diese oft nicht ver-
stehen.
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Fazit: Es funktioniert!

Grassmanns Sprachgewalt 1st enorm. Sie 1st so enorm
und erschlagend, dass wir Normalsterbliche, selbst wenn
wir perfekt die Sprache sprechen, mm der Grassmann
seine Ausdehnungslehre schrieb, diese oft nicht ver-
stehen.

Und auch Mathematikerinnen und Mathematiker ver-
stehen Grassmanns Mathematik sehr oft nicht.

Die Schlussfolgerungen, die Rota daraus zieht, lautet
schlicht und simpel:

78



Fazit: Es funktioniert!

Grassmanns Sprachgewalt 1st enorm. Sie 1st so enorm
und erschlagend, dass wir Normalsterbliche, selbst wenn
wir perfekt die Sprache sprechen, mm der Grassmann
seine Ausdehnungslehre schrieb, diese oft nicht ver-
stehen.

Und auch Mathematikerinnen und Mathematiker ver-
stehen Grassmanns Mathematik sehr oft nicht.

Die Schlussfolgerungen, die Rota daraus zieht, lautet
schlicht und simpel:

Mathematiker verstehen die Mathematik nicht. 7



Mathematiker verstehen die Mathematik nicht

Ja, Mathematikerinnen und Mathematiker verstehen bis
heute Grassmanns Mathematik, die Mathematik der
Ausdehnungslehre, oft nicht richtig.

Rota verwendet nur andere Worte, wenn er dies be-
schreibt. Bei thm liest es sich so:

80



Mathematiker verstehen die Mathematik nicht

Ja, Mathematikerinnen und Mathematiker verstehen bis
heute Grassmanns Mathematik, die Mathematik der
Ausdehnungslehre, oft nicht richtig.

Rota verwendet nur andere Worte, wenn er dies be-
schreibt. Be1 thm liest es sich so (auf S. 232 & 233):

The neglect of exterior algebra is the mathematical
tragedy of this century. ... No proper textbook presen-
tation of exterior algebra has been written. ... A treatise
in this fundamental chapter of mathematics is awaiting
its author; meanwhile, we have to bear with mathe-
maticians who are exterior algebra-blind. 81



Mathematiker verstehen die Mathematik nicht

Und die gute Nachricht ist: Der kleine, doofe Computer,
der versteht die Mathematik von Grassmann. Wir
konnen 1thn mit semmen (2 x 2)-Matrizen so pro-
grammieren, dass er damit verniunftige Rechnungen an-
stellen kann.

Der kleine, unbeholfene und vollig unbedarfte Computer
1st nicht blind fur die duBlere Algebra. Denn die steckt in
seinen (2 x 2)-Matrizen mitten drin.

Mathematiker verstehen die moderne Mathematik oft
nicht — Sie als Studierende verstehen diese jetzt aber. )



Erganzungsfolien 03;:
Der kleine, doofe Computer trifft
zwel alte Griechen

Mathematik 1 des Bachelor-
Studiengangs Ingenieurinformatik
der HTW Berlin

Corona-Semester Sommer 2020
— Dr. M. Horn — 1






Der kleine, doofe Computer

In den Erganzungsfolien 01 & 02 hatten wir uber einen
kleinen, doofen und unbeholfenen Computer nachge-
dacht, der nur fiir Rechnungen mit reellen (2 x 2)-Matri-
zen der Art

(411 412
A =
dpq1 dp2

programmiert wurde. a,;, a,,, a,; und a,, sind dabe1
reelle Zahlen.

Andere mathematische Objekte versteht er nicht. Mit
anderen mathematischen Objekten kann er nichts anfan-
gen. Dafiir wurde er einfach nicht programmiert.



Der kleine, doofe Computer

Und obwohl dieser kleine, doofe und unbeholfene Com-
puter nur eine einzige Art von mathematischen Objekten
kennt, so kann er damit doch auch ganz niitzliche Dinge
machen:

- Er kann Vektoren und orientierte Flachen berechnen.

- Er kann einfache Lineare Gleichungssysteme l1osen.

Zwel alte Griechen konnten dies auch schon:

Pythagoras (ca. 570 v.Chr. — ca. 500 v.Chr.)
Euklid (ca. 365 v.Chr. — ca. 300 v.Chr.)

Allerdings verwendeten sie keine Vektoren.



Mathematik fur die Ewigkeit

Obwohl sich Pythagoras und Euklid extrem gut mit
geometrischen Beziehungen und Flichenberechnungen
auskannten, verwendeten sie keine Vektoren im mo-
dernen Sinn, sondern betrachteten Streckenldangen und
Richtungen meist getrennt voneinander.

Das muss kein Nachteil sein: Euklid schrieb trotzdem
das einflussreichste und das am weitesten verbreitete
Mathematikbuch 1in der Geschichte der Menschheit. Seit
tiber 2000 Jahren steht es in der Bestseller-Liste aller
jemals geschriebenen wissenschaftlichen Biicher an ers-

ter Stelle ganz, ganz oben. 5



Mathematik fur die Ewigkeit

Und wenn Mathematiker tiber dieses Buch und die
Mathematik der alten Griechen nachdenken, kommen
sie richtig ins Schwarmen.

So schreibt einer der einflussreichsten britischen Mathe-
matiker (heute leider schon tot) in seinem Buch

Godfrey Harold Hardy: A Mathematician‘s
Apology. Canto edition, Cambridge University
Press, Cambridge 1992

auf S. 80/81: (siehe folgende Folie)



Mathematik fur die Ewigkeit

The Greeks were the first mathematicians who are still
real’ to us to-day. Oriental mathematics may be an
interesting curiosity, but Greek mathematics is the real
thing. The Greeks first spoke a language which modern
mathematicians can understand: as Littlewood said to
me once, they are not clever schoolboys or ‘scholarship
candidates’, but ‘Fellows of another college’. So Greek
mathematics is ‘permanent’, more permanent even
than Greek literature.

Archimedes will be remembered when Aeschylus is
forgotten, because languages die and mathematical
ideas do not. ‘Immortality’ may be a silly word, but
probably a mathematician has the best chance of what+
ever it may mean.



Mathematik fur die Ewigkeit

Und ein ganz, ganz kleines Stiick dieser Mathematik fuir
die Ewigkeit werden wir jetzt fiir unseren kleinen,
doofen Computer in die Sprache der (2 x 2)-Matrizen
ubersetzen.

Dieses kleme Stiick sind der Satz des Pythagoras, der
Kathetensatz und der Hohensatz des Euklid und der
Flachensatz. Insgesamt bezeichnet man diese Sitze als
die ,,Satzgruppe des Pythagoras®.

Und da der kleine, doofe Computer so fleiBig ist, zeigen
wir thm auch, wie eine Verallgemeinerung dieser Séitz%
mit Hilfe von (2 x 2)-Matrizen formuliert werden kann.



Der Satz des Pythagoras

Als erstes lbersetzen wir den Satz des Pythagoras.
Dieser Satz beschreibt den Zusammenhang zwischen
den Lingenquadraten der Katheten a und b sowie der
Hypotenuse ¢ eines rechtswinkligen Dreiecks:

b



Der Satz des Pythagoras

Der Zusammenhang ist ganz einfach:

at+tb=c

10



Der Satz des Pythagoras

Der Zusammenhang ist ganz einfach:
at+tb=c

Eigentlich konnten wir diese Vektorsumme schon ,,Satz
des Pythagoras‘ nennen. Aber der eigentliche Lehrbuch-
satz des Pythagoras ergibt sich, wenn diese Vektor-
summe quadriert wird:

(a+b)*=c?

Das 1st der ,,echte” Satz des Pythagoras. Und natiirlich

gilt er fur alle Dreiecke, nicht nur fir rechtswinklige. .



Der Satz des Pythagoras

Der ,,echte* Satz des Pythagoras gilt fiir alle Dreiecke,
nicht nur fur rechtswinklige:

(a+b)*=c?

Aber Pythagoras wollte ja unbedingt rechtwinklige Drei-
ecke haben. Also rechnen wir weiter:

(a+b)(a+b)=¢c
a’+ab+ba+b’=¢c’

Auch dieser Zusammenhang gilt noch fiir alle Dreiecke.
12



Der Satz des Pythagoras

Der ,,echte* Satz des Pythagoras gilt fiir alle Dreiecke,
nicht nur fur rechtswinklige:

(a+b)*=c?
a’+ab+ba+b’=c’

Auch dieser Zusammenhang gilt noch fir alle Dreiecke.
Er enthalt das innere Produkt, das in den Ergdnzungs-
folien 01 folgendermallen definiert wurde:

1
aeb= E(ab+ba)

13
Damit gilt: 2aeb=ab+ba



Der Satz des Pythagoras

Der ,,echte* Satz des Pythagoras gilt fiir alle Dreiecke,
nicht nur fur rechtswinklige:

(a+b)*=c?

a’+ab+ba+b’=c¢’

Auch dieser Zusammenhang gittnoch fir alle Dreilecke.
Er enthalt das innere Produkt, das\in den Ergdnzungs-
folien 01 folgendermallen definiert wuxde:

1
aeb= E(ab+ba)

14
Damit gilt: 2aeb=ab+ba



Der Verallgemeinerte Satz des Pythagoras

Der ,,echte* Satz des Pythagoras gilt fiir alle Dreiecke,
nicht nur fur rechtswinklige:

(a+b)*=c?
a’+ab+ba+b’=c’
a’+2aeb+b*=c

Er wird ,,Verallgemeinerter Satz des Pythagoras®™ ge-
nannt:

a’+b*+2aeb=c’

15



Der Verallgemeinerte Satz des Pythagoras

Diesen ,,Verallgemeinerten Satz des Pythagoras*
a’+b*+2aeb=c

rechnen wir jetzt an einem Beispieldreieck mit Hilfe des
klemnen Computers nach.

Zuerst suchen wir uns 1irgendein beliebiges Dreieck aus,
beispielsweise ...
(siche folgende Folie)

Und danach vergleichen wir die Rechnung mit einem
rechtwinkligen Dreieck. 16



Beispiel: Rechtwinkliges Dreieck

17



Beispiel: Rechtwinkliges Dreieck

12 12
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Beispiel: Rechtwinkliges Dreieck

Nein, wir fangen mit emem beliebigen Dreieck ohne
rechten Winkel an! (Den Vergleich mit rechtwinkligen
Dreiecken machen wir dann spater.)

12 12

b

19



Beispiel: Beliebiges Dreieck

Hiermit fangen wir an:

20



Beispiel: Beliebiges Dreieck

Hiermit fangen wir an:

12

12

11
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Beispiel: Beliebiges Dreieck

Die Seitenvektoren lauten somit: a=12e¢,+ 18 e,
y b=12e,—1le,

A
12 12

11

> X 22



Beispiel: Beliebiges Dreieck

Die Seitenvektoren lauten somit: a=12e¢,+ 18 e,
b=12e,—1le,
c=24e,+ Te,

23



Beispiel: Beliebiges Dreieck

Die Seitenvektoren lauten somit: a=12e¢,+ 18 e,
b=12e,—1le,
c=24e,+ Te,

Um den Verallgemeinerten Satz des Pythagoras nach-
zurechnen, missen wir die Seitenvektoren quadrieren:

a’ =(12e,+ 18 e,)°
=(12e;+18¢e,) (12e,+ 18 ¢,)
=144 ¢,* + 216 e,e, + 216 e,e; + 324 e,”
=144 + 216 e,e,— 216 e4e, +324

— 468 24



Beispiel: Beliebiges Dreieck

Seitenvektoren: a=12¢,+ 18 e, a® = 468
b=12¢,-1le,
c=24e + 7 e,

Um den Verallgemeinerten Satz des Pythagoras nach-
zurechnen, missen wir die Seitenvektoren quadrieren:

b’ =(12¢;— 11 e,)’
=(12e,—11e,) (12¢,— 11 e,)
=144 ¢,* — 132 e;e, — 132 e,e, + 121 e,°
=144 - 132 e;e, + 132 e;e, + 121

— 265 29



Beispiel: Beliebiges Dreieck

Seitenvektoren: a=12¢,+ 18 e, a® = 468
b=12¢,-1le, b* = 265
c=24e + 7 e,

Um den Verallgemeinerten Satz des Pythagoras nach-
zurechnen, missen wir die Seitenvektoren quadrieren:

¢ =24 e, +7 e,
=24e,+7e,)(24e,+7e,)
=576 e,”+ 168 e,e, + 168 e,e; + 49 e,*
=576 + 168 e,e, — 168 e;e, +49

— 625 20



Beispiel: Beliebiges Dreieck

Seitenvektoren: a=12¢,+ 18 e, a® = 468
b=12¢,-1le, b* = 265
c=24e,+ 7 e, ¢’ =625

Und wir benotigen das innere Produkt der beiden Vek-
toren a und b:

aeb=(12¢,+18¢e,) e (12¢, —11e,)
=12-12e 2+ 18- (—11) e’
=144 — 198

=_54
27



Beispiel: Beliebiges Dreieck

Seitenvektoren: a=12¢,+ 18 e, a® = 468
b=12¢,-1le, b* = 265
aeb=-54 c=24e,+ 7 e, ¢’ =625

Jetzt uberpriifen wir den Verallgemeinerten Satz des
Pythagoras:
a’+b*+2aeb=468+265+2 " (—54)
=468 + 265 — 108
=625= ¢’

— Das Resultat bestitigt den Verallgemeinerten Saté P
des Pythagoras.



Und der kleine Computer rechnet:

Seitenvektoren: a=12e¢,+18 e, = G%ZB _13)
b=12¢-11e,=(_ 1% 1)
c=2de 7 62:(2;1 —21)
a’ 12 18
18 —12
12 18 | 468 0 ~ 32:(468 0 )
18 —12 0 468 0 468




Und der kleine Computer rechnet:

12 18 468 0
a=12¢, +18e, (1%2 _121)1 2= (00, ) =468
b=12¢,-1le;=(_17 _17)
c=24¢e + 7e2=(2;L _21)

b? 12 —11

~11 -12
12 —11 265 0 L po 285 225)
11 —12 0 265

=265 30



Und der kleine Computer rechnet:

12 18 468 0
a=1zet18e, (5 ) =7, 0p) 468

12 —-11 265 0
b=12¢-1e,=(_,7 ~ o) b =(%> ) )=265
c=24¢e + 7e2=(2;L _21)
¢’ 24 7

7 —24

24 7 623 0 N c2:(625 0 )
7 —24 0 625 0 625

625 37



Und der kleine Computer rechnet:

_ (12 18\, (468 0 \_

a—12e1+1892—(1%2 _121)1 2= (00, ) =468
_ - 265 0

b=12¢-1e,=(_,7 ~ o) b =(%> ) )=265
24 7 625 0

c=e+ Te=(7 ) @=(% D )=62

ab 12 11 ba 12 18

1 12 18 —12

12 18 |-54 —348 12 —11 | -54 348

18 —12 | 348 -54  —11 —12|-348 —54

32



Und der kleine Computer rechnet:

a=12e 186 = (1 ) w'- (%0 age) 468
b=12¢,-11e,=( 1% ~0) b= (%05 0.) =265
c=2de+ Te=(1 1) e- (%2> ) =625
av=(G3g sa) P2 (Gag o)

=N aob==%@ﬂy+bd)=%(_188 og)

- (_34 —g4)

=54

33



Und der kleine Computer rechnet:

Berechnete Grol3en: a’ = (1(22 4((6)) 8) =468
N T
a0b=(_0 _54)=—54 c2=( 0 625):625

Jetzt Uiberpriifen wir den Verallgemeinerten Satz des Py-
thagoras mit Hilfe von (2 x 2)-Matrizen:

a’+b*>+2aeb=468+265+2(—54)
=468 + 265 — 108
=625 = ¢’

= Gleiches Resultat wir in Folie 28 (nur eben als Ma- 34
trizenrechnung und deshalb fett geschrieben)



Der Satz des Pythagoras

Und wie sieht diese Rechnung bei einem rechtwinkligen
Dreieck aus?

Nehmen wir also das folgende rechtwinklige Dreieck als
Beispiel:

35



Der Satz des Pythagoras

Die Seitenvektoren a und b sind Katheten.
Die dem rechten Winkel gegeniiber liegende Seite des

Vektors ¢ 1st die Hypotenuse.
12 12

b

36



Der Satz des Pythagoras

Die Seitenvektoren lauten jetzt:

a=12e,+16e,

b=12e;,— Ye,
c=24e,+ Te,
12 12
b
9
a
7
C

37



Beispiel: Rechtwinkliges Dreieck

Die Seitenvektoren lauten jetzt: a=12e, + 16 e,
b=12e;,— Ye,
c=24e,+ Te,

Um den Satz des Pythagoras nachzurechnen, miissen wir
die Seitenvektoren quadrieren:

a’ =(12e,+ 16 e,)*
=(12e;,+16¢,) (12e,+16¢,)
=144 e,* + 192 e;e, + 192 e,e; + 256 e,°
=144 + 192 e,e, — 192 e4e, + 256

— 400 I8



Beispiel: Rechtwinkliges Dreieck

Seitenvektoren: a=12¢,+ 16e, a® = 400
b=12e¢;— e,
c=24e + Te,

Um den Satz des Pythagoras nachzurechnen, miissen wir
die Seitenvektoren quadrieren:

b> =(12 ¢, -9 e,)’
=(12e;,-9¢,) (12¢;, -9 e,)
=144 ¢, — 108 e,e, — 108 e,e, + 81 e,”
=144 - 108 e,e, + 108 e4e, + &1

225 39



Beispiel: Rechtwinkliges Dreieck

Seitenvektoren: a=12¢,+ 16e, a® = 400
b=12e¢,— 9e, b* =225
c=24e + Te,

Um den Satz des Pythagoras nachzurechnen, miissen wir
die Seitenvektoren quadrieren:

¢ =24 e, +7 e,
=24e,+7e,)(24e,+7e,)
=576 e,”+ 168 e,e, + 168 e,e; + 49 e,*
=576 + 168 e,e, — 168 e;e, +49

— 625 40



Beispiel: Rechtwinkliges Dreieck

Seitenvektoren: a=12¢,+ 16, a® =400
b=12e¢,— 9e, b* =225
c=24e,+ Te, ¢’ =625

Und wir benotigen das innere Produkt der Vektoren der
beiden Katheten a und b:

aeb=(12e,+16e,) 0 (12e,—9e,)
=12-12e,°+ 16 - (-9) e,
=144 — 144

=0
41



Beispiel: Rechtwinkliges Dreieck
Das innere Produkt 1st Null!

Das i1st be1 senkrecht zueinander stehenden Vektoren
immer so, denn das innere Produkt ist proportional zum
Kosinus des eingeschlossenen Winkels:

aeb=|a||b|cosy
Und bei y = 90° gilt dann automatisch:

aeb=|al|b|lcos90°=]al|b|0=0

Dass innere Produkt zweier senkrecht zueinan-42
der stehender Vektoren ist immer Null.



Der Satz des Pythagoras

Das innere Produkt zweier senkrecht zueinander stehen-
der Vektoren ist immer Null: aeb =0

Deshalb konnen wir den Verallgemeinerten Satz des Py-
thagoras

a’+b°+2aeb=c’
im Spezialfall rechtwinkliger Drelecke vereinfachen zu:

a’+ b’ = ¢?

43



Der Satz des Pythagoras

Das innere Produkt zweier senkrecht zueinander stehen-
der Vektoren ist immer Null: aeb =0

Deshalb konnen wir den Verallgemeinerten Satz des Py-
thagoras

a’+b°+2aeb=c’
im Spezialfall rechtwinkliger Drelecke vereinfachen zu:
a2 + b2 = 2

Achtung: Das ist nicht die Lehrbuch-Fassung, die Sie in
normalen Schulbiichern oder anderen normalen Mathe- 4
matikbiichern finden!



Der Satz des Pythagoras

Fur rechtwinklige Dreilecke gilt also:
a2 + b2 = 2
Achtung: a, b und c sind hier fett gedruckte Vektoren.

Das 1st nicht die Lehrbuch-Fassung, die Sie in normalen
Schulbiichern oder anderen normalen Mathematik-
bilichern finden. In normalen Biichern steht:

a’+b’=c?

Dort sind a, b und ¢ keine Vektoren (und keine Matri-
zen), sondern Streckenlangen (und damit reelle Zahlen).45



Beispiel: Rechtwinkliges Dreieck

Seitenvektoren: a=12¢,+ 16, a® =400
b=12e¢,— 9e, b* =225
aeb=0 c=24e,+ 7 e, ¢’ =625

Jetzt tiberprifen wir den Satz des Pythagoras:
a’ +b>=400+225=625= ¢’

— Das Resultat bestitigt den Satz des Pythagoras.
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Beispiel: Rechtwinkliges Dreieck

Seitenvektoren: a=12¢,+ 16, a® =400
b=12e¢,— 9e, b* =225
aeb=0 c=24e,+ 7 e, ¢’ =625

Jetzt tiberprifen wir den Satz des Pythagoras:
a’ +b>=400+225=625= ¢’

— Das Resultat bestitigt den Satz des Pythagoras.

Und eigentlich miissen wir hier ja schreiben:

Das Resultat bestitigt den Spezialfall des Satzes des
Pythagoras fiir rechtwinklige Dreiecke. 7



Und der kleine Computer rechnet so:

12 16)

Seitenvektoren: a=12e,+16e, = (16 —12

b=12¢,- 9¢,=( 1o )
c=24e + 7ez=(2;L —ZZL)
a’ 12 16
16 —12
12 16 |400 0 _ a2=(400 0)
16 —12 0 400 0 400

=400 48



Und der kleine Computer rechnet so:

12 16 400 0
a=1zet16e,= (5 ) o= (7, gp) ~400
b=12¢,- 9¢,=( 1o )
c=24e + 7e2=(2;L _21)

b’ 12 -9

9 _12
12 -9 225 0 e 225 0)
9 _12 0 225 0 225

=225 49



Und der kleine Computer rechnet so:

a=12e1+16e2=(
b=12¢,- 9e,=(

12
16

12
—9

B (24
c=24e + 7e2—( .
¢’ 24 7

7T =24
24 7 625 0
7 =24 0 625

225 480)

0 225) 2%

a>=(*0 9 ) =400
b? = (

=0 e2s)

625 50

o
|



Und der kleine Computer rechnet so:

gt ) (0

b=12¢,~ 9¢,=( ‘2 ) b2 = (42 05)=225

n s
c=2e+ Te,= (7 ) @=(2 D )-62s
ab 12 -9 ba 12 16

~9 —12 16 12
12 16 | 0 -300 12 -9 0 300
16 12 |300 0 ~9 —12 (=300 0

51



Und der kleine Computer rechnet so:

a=12¢,+16e,= (2 _0)  a’=
b=12¢,- 9e,=( 1o 0) b=
c=24¢ + 7ez=(2;L _21) ¢t =
ab:(3(())0 _380 ba:(—3
— aOb=%(ab+ba)=%(8 8)

52



Nebenbemerkung

a=12e 166 = (1 —12) = (% 4g0) =400
b=12¢,- 9¢,=( 1o ) b= (22 D) =225
c=24e+ Te,=(° )@= (%2> ) =625
ab= (3(())0 _380 ba= (_380 380)

1 0 0
— aeb= 2(ab+ba)—(0 O)—O
Auch mit Hilfe der Matrizenrechnung ergibt sich ein in-
neres Produkt von Null. Wir konnen aber noch etwas an-3
deres aus dem Zwischenergebnis ablesen:



Nebenbemerkung

i (1) (0
b=12¢,- 9¢,=( 1o ) b= (22 D) =225
c=24e+ Te,=(" ) =% D )=625
25=(300 o) ba=(_500 o)

Auch mit Hilfe der Matrizenrechnung ergibt sich ein in-
neres Produkt von Null. Wir konnen aber noch etwas an-
deres aus dem Zwischenergebnis ablesen:

Das durch die Vektoren a und b aufgespannte Rechteck 54
besitzt einen Fldcheninhalt von 300 LE?.



Nebenbemerkung

a=12¢,+16e,= (7 _12) =" ,00)=400
b=12¢,- 9¢,=( 1o ) b2=(2(2)5 <) =225
c=24e+ Te,=(" ) = (00> ) =625

ab:(3(())0 _380) W

Auch mit Hilfe der Matrizenrechnung ergibt sich ein in-
neres Produkt von Null. Wir konnen aber noch etwas an-
deres aus dem Zwischenergebnis ablesen:

Das durch die Vektoren a und b aufgespannte Rechteck 55
besitzt einen Flacheninhalt von 300 LE> ——__




Und so rechnet der kleine Computer weiter:

Berechnete Grol3en: a’ = (1?2)(; 4((())) O) =400
PR
aOb=(O O):O c2=(0 625):625

Und wir tiberpriifen den Satz des Pythagoras fiir recht-
winklige Dreiecke mit Hilfe von (2 x 2)-Matrizen:

a’+ b%=400 + 225 = 625 = (2

— Gleiches Resultat wir in Folie 46 (nur eben als Ma-

trizenrechnung und deshalb fett gedruckt) Py



Verallgemeinerter Hohensatz
Als nidchstes schauen wir uns den Verallgemeinerten
Hohensatz bzw. den Hohensatz des Euklid fiir recht-

winklige Dreilecke an.

Wieder formulieren wir alles mit Hilfe von Vektoren und
nicht lediglich durch Streckenldangen.

57



Verallgemeinerter Hohensatz

Als nidchstes schauen wir uns den Verallgemeinerten
Hohensatz bzw. den Hohensatz des Euklid fiir recht-
winklige Dreilecke an.

Wieder formulieren wir alles mit Hilfe von Vektoren und
nicht lediglich durch Streckenldngen, denn wir folgen
dem Diktum von Donald E. Knuth:

»Premature optimization is the root
of all evil.«
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Verallgemeinerter Hohensatz

Als nidchstes schauen wir uns den Verallgemeinerten
Hohensatz bzw. den Hohensatz des Euklid fiir recht-
winklige Dreilecke an.

Wieder formulieren wir alles mit Hilfe von Vektoren und
nicht lediglich durch Streckenldngen, denn wir folgen
dem Diktum von Donald E. Knuth:

»Premature optimization is the root
of all evil.«

Eine Verwendung von Streckenldngen i1st eine vor-
schnelle Vereinfachung (oder vorschnelle Optimierung),?
die die Wurzel allen Ubels darstellt.



Ubrigens ist dieser Spruch zitiert aus dem netten Buch:

Jochen Ziegenbalg, Oliver Ziegenbalg, Bernd
Ziegenbalg: Algorithmen von Hammurapi bis
Godel. 4. Auflage, Springer Spektrum / Springer
Fachmedien, Wiesbaden 2016, S. 155.

—  Diktum von Donald E. Knuth:

»Premature optimization is the root
of all evil.«

Eine Verwendung von Streckenliangen i1st eine vor-

schnelle Vereinfachung (oder vorschnelle Optimierung)y0
die vermieden werden sollte.



Verallgemeinerter Hohensatz
Jetzt suchen wir nach eimer Bezichung, die den Vektor

der Hohe h iiber ¢ eines beliebigen Dreiecks mit den
anderen Groflen 1n Zusammenhang setzt.

61



Verallgemeinerter Hohensatz

Der Vektor der Hohe h steht senkrecht zum Seiten-
vektor ¢ :

62



Verallgemeinerter Hohensatz

Und die anderen beiden wichtigen GrolB3en sind die Vek-
toren der Teilstrecken p und q des Seitenvektors c:

63



Verallgemeinerter Hohensatz

Fiur alle Dreiecke gilt immer und ewig:

ptq=c
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Verallgemeinerter Hohensatz

Fiur alle Dreiecke gilt immer und ewig:

ptq=c

Und diese Vektorsumme wird wieder quadriert:

|
e

(p+q)°
P+t (P+q = ¢
p°’+pq+tqp+gq’ = c

65



Verallgemeinerter Hohensatz

Fiur alle Dreiecke gilt also immer und ewig:

p>’+pqtqp+q’ = ¢

Da p und q parallel sind, ist thr Produkt kommutativ:
Pq =qp
Damit ergibt sich fiir c}ie/Y oben angegebene Formel:
p’+pq+pq+q’ = ¢

p>+2pq+q° = ¢

66



Verallgemeinerter Hohensatz

Es gilt also flir immer und ewig und bis 1n alle Unend-
lichkeit fuir alle moglichen Dreiecke:

p>+2pq+q =c’

Diese Formel kann nach p q aufgelost werden:

1
Pq= (¢ -p'—q’)

67



Verallgemeinerter Hohensatz

Es gilt also flir immer und ewig und bis 1n alle Unend-
lichkeit fuir alle moglichen Dreiecke:

1
Pq= 7 (c-p’—q)

AuBerdem ist bekannt:
cc=a’+b*’+2aeb

— Verallgemeinerter Satz des Pythagoras

68



Verallgemeinerter Hohensatz

Es gilt also flir immer und ewig und bis 1n alle Unend-
lichkeit fuir alle moglichen Dreiecke:

1
Pq= 7 (c-p’—q)

AuBerdem ist bekannt:
c’=a’t+b’+2aeb
h2=a2 - p2=bh2—

— Satz des Pythagoras fiir die beiden rechtwink-
ligen Teildreiecke 69



Verallgemeinerter Hohensatz

Es gilt also flir immer und ewig und bis 1n alle Unend-
lichkeit fuir alle moglichen Dreiecke:

1
Pq= 7 (c-p’—q)

AuBerdem ist bekannt:
cc=a’+b*’+2aeb

Also: —p’=h’-a’> und -g¢g°=h’-Db’

Diese dre1 Beziehungen werden in die oben angegebene
Formel eingesetzt. 70



Verallgemeinerter Hohensatz

Es gilt also flir immer und ewig und bis 1n alle Unend-
lichkeit fuir alle moglichen Dreiecke:

1
Pq= 7 (c-p’—q)

1
= E(a2+b2+2aob+h2—a2+h2—b2)

1
= E(2h2+230b)

= h?+aeb

71



Verallgemeinerter Hohensatz

Es gilt also flir immer und ewig und bis 1n alle Unend-
lichkeit fuir alle moglichen Dreiecke:

pq=h’+aeb

Diese Beziehung wird ,,Verallgemeinerter Hohensatz*
genannt.
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Hohensatz und Verallgemeinerter Hohensatz

Es gilt also flir immer und ewig und bis 1n alle Unend-
lichkeit fuir alle moglichen Dreiecke:

pq=h’+aeb

Diese Beziehung wird ,,Verallgemeinerter Hohensatz*
genannt.

Und der urspriingliche ,,Hohensatz des Euklid* lautet

pq= h’

fur rechtwinklige Dreiecke, da das innere Produkt der
beiden Katheten a und b dann Null i1st: a e b =10 73



Verallgemeinerte Kathetensatze

Mit Hilfe des Verallgemeinerten Hohensatzes konnen
die beiden Kathetensatze durch eine einfache Erganzung
hergeleitet werden.

Dazu setzen wir den Verallgemeinerten Hohensatz
pq=h°+aeb

lediglich in den Satz des Pythagoras fiir die beiden
rechtwinkligen Teildreiecke

aZ=h2+p? und b’=h?+ ¢’

ein. 74



Verallgemeinerte Kathetensatze

Mit Hilfe des Verallgemeinerten Hohensatzes konnen
die beiden Kathetensatze durch eine einfache Erganzung
hergeleitet werden.

Dazu setzen wir den Verallgemeinerten Hohensatz
pq=h°+aeb

lediglich in den Satz des Pythagoras fiir die beiden
rechtwinkligen Teildreiecke

aZ=h2+p? und b’=h?+ ¢’

ein. Allerdings miissen wir den Verallgemeinerten HoZ”

hensatz vorher umformen.



Verallgemeinerte Kathetensatze

Mit Hilfe des Verallgemeinerten Hohensatzes konnen
die beiden Kathetensatze durch eine einfache Erganzung
hergeleitet werden.

Dazu setzen wir den umgeformten Hohensatz
h’=pq-aeb

lediglich in den Satz des Pythagoras fiir die beiden
rechtwinkligen Teildreiecke

aZ=h2+p? und b’=h?+ ¢’

ein. 76



Verallgemeinerte Kathetensatze

Also erhalten wir die folgenden Umformungen:

a’? = h2 + p? und
a>=pq—aeb+p’
a’=pqtpp-aeb

a’=p(q+p)—aeb

a’=pc—aeb

b2 =h? + 2

b’=pq—aeb+q’
b’=pq+qq-aeb
b>’=(p+tq)q—aeb

b’=cq-aeb

b’=qc-aeb
77

Denn ¢ und q sind parallel, so dass gilt: cq=q ¢



Verallgemeinerte Kathetensatze

Es gilt also flir immer und ewig und bis 1n alle Unend-
lichkeit fuir alle moglichen Dreiecke:

a’=pc—aeb und b’=qc—-aeb

Das innere Produkt kann nun noch auf die andere Glei-
chungsseite gebracht werden.
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Verallgemeinerte Kathetensatze

Es gilt also flir immer und ewig und bis 1n alle Unend-
lichkeit fuir alle moglichen Dreiecke:

pc=a’+aeb und qc=b’+aeb

Diese Beziehungen werden ,,Verallgemeinerte Katheten-
satze* genannt.
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Kathetensatze und Verallgemeinerte Kathetensatze

Es gilt also flir immer und ewig und bis 1n alle Unend-
lichkeit fur alle moglichen Dreiecke:

pc=a’+taeb und qc=b’+aeb

Diese Beziehungen werden ,,Verallgemeinerte Katheten-
satze* genannt.

Und die urspriinglichen ,,Kathetensitze des Euklid* lau-
ten fur rechtwinklige Dreiecke

pc=a’ und qc=D>b’

da das innere Produkt der beiden Katheten a und b dan¢
Nullist: aeb =20



Beispielaufgaben

Wie lauten die Vektoren der Teilabschnitte p und q 1n
unserem Beispieldreieck ohne rechten Winkel?

Und wie lauten die Vektoren der Teilhypotenusen p und
q 1n unserem rechtwinkligen Beispieldreieck?

Das rechnen wir in den folgenden Folien aus — einmal
im Darstellungsmodus der Geometrischen Algebra und
ein zweites Mal mit den (2 x 2)-Matrizen unseres klei-
nen, unscheinbaren Computers.
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Beispielaufgaben

Wie immer, wenn wir eine unbekannte Grof3e suchen,
miissen wir die Gleichung, die wir zur Bestimmung
dieser Grofle verwenden wollen, nach dieser Grofle

auflosen.

Wir 1osen die Verallgemeinerten Kathetensatze
pc=a’taeb und qc=b’+aeb

also nach p bzw. q auf.
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Division durch Vektoren
Wir 1osen die Verallgemeinerten Kathetensatze
pc=a’+taeb und qc=b’+aeb

also nach p bzw. q auf.

Dazu missen wir lediglich durch den Vektor ¢ divi-
dieren bzw. mit dem Inversen dieses Vektors

multiplizieren.
83



Division durch Vektoren

Und der Trick daber ist:
1 1
¢ C c2 c? ¢
Division Division
durch einen durch einen
Vektor Skalar

— Wir ersetzen die Division durch einen Vektor durch
eine Division durch emnen Skalar, die keine Pro-
bleme bereitet und immer erlaubt ist. 84



Division durch Vektoren
Wir 1osen die Verallgemeinerten Kathetensatze
pc=a’+taeb und qc=b’+aeb

also nach p bzw. q auf:

p=(a2+aeb)c! qg=(Mb>+aeb)c'
1 P
p—?(a +aeb)c q—?(b +aeb)c

85



Beispielaufgaben
Wir 1osen die Verallgemeinerten Kathetensatze
pc=a’+taeb und qc=b’+aeb

also nach p bzw. q auf:

p=(a2+aeb)c! qg=(Mb>+aeb)c'
1 P
p—?(a +aeb)c q—?(b +aeb)c

Und da wir die einzelnen Terme schon berechnet haben,

mussen wir diese einfach nur noch einsetzen.
86



Beispiel: Beliebiges Dreieck

Fir das Dreieck ohne rechten Winkel hatten wir bereits

berechnet: a=12e,+18 e, a’ = 468
b=12¢,—1le, b* =265
aeb=—54 c=24e,+ 7 e, ¢* = 625

Das Einsetzen ergibt:

. 1
p=-z@Faeb)c=——(468-54)(24 ¢ +7e)

414
ZE(24 e, T7e,)

= 15,8976 ¢, + 4,6368 ¢, g7



Beispiel: Beliebiges Dreieck

Fir das Dreieck ohne rechten Winkel hatten wir bereits

berechnet: a=12e,+18 e, a’ = 468
b=12¢,—1le, b* =265
aeb=—54 c=24e,+ 7 e, ¢* = 625

Das Einsetzen ergibt:

1 1
qZF(bzwLa0b)c=a(265—54)(24e1+7e2)

211
ZE(24 e, T7e,)

=8,1024 ¢, +2,3632 e, 88



Beispiel: Beliebiges Dreieck

Fir das Dreieck ohne rechten Winkel hatten wir bereits

berechnet: a=12e,+18 e, a’ = 468
b=12¢,—1le, b* =265
aeb=—54 c=24e,+ 7 e, ¢* = 625

Das Einsetzen ergibt:
p=—7(a’+aeb)c=158976 e, +4.6368 e,

q=—r (P +aeb)c— 81024¢ +23632¢,

Probe: p +q=24,0000e, +7,0000e,=¢c g9



Losung: Beliebiges Dreieck

Fir das Dreieck ohne rechten Winkel hatten wir bereits

berechnet: a=12e,+18 e, a’ = 468
b=12¢,—1le, b* =265
aeb=—54 c=24e,+ 7 e, ¢* = 625

Die Vektoren der Teilabschnitte p und q lauten:
9936 2898

P=— et e, = 158976 ¢, + 46368 ¢,
5064 1477

q=—""_—¢+ e,= 8,1024 e, +2,3632 ¢,
625 625
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Und der kleine Computer rechnet so:

L »_ (468 0 ) _
Bekannte B;Iztnzel;. a (2 (6) 5 A (6) 8) 468
ju— o i 2: ju—
aob24( 0 o,)=-54 b (685 285) 265
— — + 2 _ _ 2
C (7 _24) 24e,+7e, C ( 0 625) 625
Das Einsetzen ergibt:
24 7
_ (o ¢ (468 — 54 0 625 625
pe@rash) = ("7 I W
625 625
2936 2898
_ [ 625 625
2898 9936

625 625 91



Und der kleine Computer rechnet so:

Bekannte B;Iztrizelcl): a’ = (2(66)2 4% 8) =468
aeh=("0% o )=-54 b=(7 . )=265
c= (%2 _))=2e+7e, @=(°F D )=625

Das Einsetzen ergibt:

24 7
C 468 — 54 0 625 625
p_(az+a'b)7_( 0 468—54) 724
625 625
(15,8976 4,6368
a ( 4,6368 —15,8976)
92

= 15,8976 ¢, + 4,6368 e,



Und der kleine Computer rechnet so:

Bekannte Matrizen: a’ = (488 42 8) =468
—54 0 »_ (265 0
= = — = =2
aob24( 0 c,)=-54 b (685 285) 65
— — 2 — =
e=( ; _24) 24e,+7e, = " 625) 625
Das Einsetzen ergibt:
24 7
C 265 — 54 0 625 625
a=®raeb) = (70" L T %
625 625
5064 1477
_ | 625 625
| 1477 5064

625 625 93



Und der kleine Computer rechnet so:

Bekannte B;Iztrizelcl): a’ = (2(66)2 4% 8) =468
aeh=("0% o )=-54 b=(7 . )=265
c= (%2 _))=2e+7e, @=(°F D )=625

Das Einsetzen ergibt:

24 7
C 265 — 54 0 625 625
q_(bz+a'b)?_( 0 265—54) 724
625 625
(81024  2,3632
Bl (2,3632 —8,1024)
94

= 8,1024 e, + 2,3632 e,



Und der kleine Computer rechnet so:

Bekannte Matrizen: 92 = (4 88
_(—54 0 ) _ (265
a'b2_4( 0 5y)"S D (685
_ _ 2 _
C_( 7 —24) 24e,+7e, C ( 0
Probe:
b= (15,8976 4,6368) N (8,1024
p=A 46368 —15,8976 2,3632
_ (24,0000 7,0000)
7,0000 —24,0000

224e1—|—7e2:c

468) = 463

265) =265

625) = 625

2,3632)
—8,1024

95



Losung des kleinen Computers:

Bekannte B;Iztrizelcl): a’ = (2(66)2 4% 8) =468
aeh=("0% o )=-54 b=(7 . )=265
c= (%2 _))=2e+7e, @=(°F D )=625

Die Vektoren der Teilabschnitte p und q lauten:

_ ¢ _ (15,8976 4,6368)
p=@+aeh) o (4,6368 —15,8976

= 15,8976 ¢, + 4,6368 ¢,

— (h2 ¢ (81024 2,3632)
q=(b’+aeb) S (2,3632 81024

= 8,1024 e, + 2,3632 e,
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Beispielaufgaben

In vollkommen analoger Art und Weise kann die zweite
Beispielaufgabe gelost werden. Sie lautete:

Und wie lauten die Vektoren der Teilhypotenusen p und
q 1n unserem rechtwinkligen Beispieldreieck?

Nun i1st das innere Produkt der beiden Katheten a und b
Null und alles wird noch einfacher.
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Beispiel: Rechtwinkliges Dreieck
Wir 16sen die Kathetensitze des Euklid
p c=a’ und qc=Db?

nach p bzw. q auf:

p=alc! q=b2c!
B a2 B bz
P= ez ¢ 1=z ¢

Und da wir die einzelnen Terme schon berechnet haben,

mussen wir diese einfach nur noch einsetzen. 08



Beispiel: Rechtwinkliges Dreieck

Fur das rechtwinklige Dreieck hatten wir bereits be-

rechnet: a=12¢ +16e¢, a’ =400
b=12¢,- 9e, b* =225
aeb=0 c=24e,+ 7e, ¢” = 625

Das Einsetzen ergibt:

_ @ 200 se 7
P=- = (et Te)
384 112
=T _ et/ —¢€
25 25



Beispiel: Rechtwinkliges Dreieck

Fur das rechtwinklige Dreieck hatten wir bereits be-

rechnet: a=12¢ +16e¢, a’ =400
b=12¢,- 9e, b* =225
aeb=0 c=24e,+ 7e, ¢” = 625

Das Einsetzen ergibt:

b? 2222 he 47
Q=g = - (24et7e)
216 63
= _ ¢ T ¢
25 25



Beispiel: Rechtwinkliges Dreieck

Fur das rechtwinklige Dreieck hatten wir bereits be-

rechnet: a=12¢ +16e¢, a’ =400
b=12¢,- 9e, b* =225
aeb=0 c=24e,+ 7e, ¢” = 625

Das Einsetzen ergibt:
32 384 112

pZFCZEeIwLEez:15,36e1+4,48e2
b2 216 63
qZ?CZEeIﬂL Ee2=8,64e1+2,52e2
600 175
Probe: p+q=——e€;+——e,=24¢,+7e,=c¢ 101

25 25



Losung: Rechtwinkliges Dreieck

Fur das rechtwinklige Dreieck hatten wir bereits be-

rechnet: a=12¢ +16e¢, a’ =400
b=12¢,- 9e, b* =225
aeb=0 c=24e,+ 7e, ¢” = 625

Die Vektoren der Teilhypotenusen p und q lauten:

384 112
P:EeﬂLEez: 15,36 ¢, +4,48 e,
216 63
qZEelﬂL E62:8’64el+2’52 e,
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Und der kleine Computer rechnet so:

L »_ (400 0 ) _
BekannteOMagnzen. a ( 2 (2) 5 A 8 O) 400
_ _ 2 _ _
aob2—4(0 07) 0 b (6 D 255) 225
— — + 2 _ _ 2
C (7 _24) 24e,+7e, C ( 0 625) 625
Das Einsetzen ergibt:
, 400 384 112
_a® _[ez2s 24 7N_[ 25 25
P= ez &7 400 (7 —24)_ 12 _ 384
625 25 25
15,36 4,48
— ) ) — _I_
( 448 —15,36) 15,36 ¢, + 4,48 ¢, 103



Und der kleine Computer rechnet so:

o ,_ (400 0\ _
BekannteOMagnzen. a ( 2 (2) 5 A 8 O) 400
Ju— j— 2: ju—
a .b24(0 07) 0 b (685 255) 225
— — 2 — =
c=( _)=2MerTe,  =("07 0 )=625
Das Einsetzen ergibt:
- 225 216 63
_ _ | 625 24 7\ _| 25 25
177 7, 2z (7 )-8 i
625 25 25
/8,64 2,52\
_ (2,52 Iy 4) “864e + 2520,



Und der kleine Computer rechnet so:

o , (400 0\ _
BekannteOMagnzen. a ( 2 (2) 5 A 8 O) 400
J— p— 2: j—
aob24(0 07) 0 b (685 255) 225
— — 2 — =
c=( _)=2MerTe,  =("07 0 )=625
Probe:
384 112\ /216 63\ (600 175
_ 25 25 25 25 _ 25 25
PTA= 112 _sea )"\ 63 _216)7|175 600
25 25 25 25 25 25
24 7
— — + —
(7 _24) 2de +7e,=c .



Losung des kleinen Computers:

L »_ (400 0 ) _
BekannteOMagnzen. a (2 (2)5 A 8 O) 400
— — 2: —
aob24(0 07) 0 b (685 255) 225

— — 2 — =

c=( _)=2MerTe,  =("07 0 )=625

Die Vektoren der Teilhypotenusen p und q lauten:
384 112

25 25 |_ (15,36 4,48\

P=|112 38 _(4,48 _15’36)—15,36e1+4,48e2
25 25
216 63

| 25 25 8,64 2,52
47| 63 216 (252 —864

25 25

) = 8,064 ¢, + 2,52 e50¢



Hohensatz und Verallgemeinerten Hohensatz

Mit den Ergebnissen der beiden Beispielaufgaben kann
der Verallgemeinerte Hohensatz in unserem Beispiel-
dreieck ohne rechten Winkel bzw. der Hohensatz am
rechtwinkligen Beispieldreieck nachgerechnet werden.
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Nachrechnen des Hohensatzes

Fur das rechtwinklige Dreieck 1st bereits bekannt:

a=12e,+ 16e, b=12e¢;,-9e, c=24e, +7e,

384 112
p=gel+gez= 15,36 ¢; + 4,48 e,
216 63
q=Ee1+ Ee2=8,64e1+2,52e2
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Nachrechnen des Hohensatzes

Fur das rechtwinklige Dreieck 1st bereits bekannt:

a=12e,+ 16e, b=12e¢;,-9e, c=24e, +7e,

384 112
p=gel+gez= 15,36 ¢; + 4,48 e,
216 63
q=Ee1+ Ee2=8,64e1+2,52e2
Hohenvektor:

h=a-p=12e;,+16e,— (1536 e, +4,48 ¢,)

=—-3,36¢,+ 11,52 e,
109



Nachrechnen des Hohensatzes

Fur das rechtwinklige Dreieck 1st bereits bekannt:

a=12e,+ 16e, b=12e¢;,-9e, c=24e, +7e,

384 112
p=gel+gez= 15,36 ¢; + 4,48 e,
216 63
q=Ee1+ Ee2=8,64e1+2,52e2

Alternative Berechnung des Hohenvektors:
h=q-b=38,64e,+2,52e,—(12¢,-9e,)

=—-3,36¢,+ 11,52 e,
110



Nachrechnen des Hohensatzes

Fur das rechtwinklige Dreieck 1st also bekannt:

384 112
pZEe1+Ee2=15,36e1+4,48e2
216 63
q=Ee1+ Ee2=8,64e1+2,52e2
84 288
h=——e¢ + —e,=-336e¢,+11,52¢,
25 25

Gilt pq=h?* ?
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Nachrechnen des Hohensatzes

Fur das rechtwinklige Dreieck 1st also bekannt:

384 112
p=Eel+Ee2=15,36el+4,48e2
216 63
q=Ee1+ Ee2=8,64e1+2,52e2
84 288
h=——e¢ + —e,=-336e¢,+11,52¢,
25 25

= h*=(-3,36)+11,52*=144
pq=1536-8,64+4,48-2,52 =144

= pq=h* gilt fiir das rechtwinklige Beispieldreieck /12



Und der kleine Computer rechnet nach:

384 112 216 63 24
_ | 25 25 | 25 25 _ e
P~ 112 384 | 47| 63 216 | I .
25 25 25 oy e
384 112\ /216 63
= = 2> 25 | 25 25 | _ (144
PA~1| 112 384 || 63 216 0 1
25 25 25 25
2
84 288 90000
h2=| .25 25| [ 625 _ (144
288 84 90000 0
25 25 625

288

25
84

25

0

44) =144

0
144

)

= pq=h* gilt fiir das rechtwinklige Beispieldreieck 13



Nachrechnen des Verallgemeinerten Hohensatzes

Fir das Dreieck ohne rechten Winkel ist bereits bekannt:

a=12e,+18e, b=12e;-1le, aeb=-54
9936 2898

p= E (i P e, = 15,8976 e, +4,6368 e,
5064 1477

q=—__ € T e,= 8,1024 ¢, +2,3632 ¢,
625 625
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Nachrechnen des Verallgemeinerten Hohensatzes

Fir das Dreieck ohne rechten Winkel ist bereits bekannt:

a=12e,+18e, b=12e;-1le, aeb=-54
9936 2898

p= E (i P e, = 15,8976 e, +4,6368 e,
5064 1477

q= E e, + P e,= 8,1024 e, +2,3632 e,

Hohenvektor:

h=a-p=12¢,+ 18e,— (15,8976 ¢, + 4,6368 e,)
= _3,8976 ¢, + 13,3632 e,

115



Nachrechnen des Verallgemeinerten Hohensatzes

Fir das Dreieck ohne rechten Winkel ist bereits bekannt:

a=12e,+18e, b=12e;-1le, aeb=-54
9936 2898

p= E (i P e, = 15,8976 e, +4,6368 e,
5064 1477

q=—__ € T e,= 8,1024 ¢, +2,3632 ¢,
625 625

Alternative Berechnung des Hohenvektors:
h=q—-b=38,1024 e, +2,3632e,— (12 e;—11 e,)
=—-3,8976 ¢, + 13,3632 e,
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Nachrechnen des Verallgemeinerten Hohensatzes

Beispieldreieck ohne rechten Winkel: aeb=-54
9936 2898

P=— et e, = 158976 ¢, + 46368 ¢,
5064 1477
q=——e +———e,= 81024e+23632e,
2436 8352
h=———e, + e,=—3,8976 ¢, + 13,3632 e,
625 625

Gilt pg=h*+aeb ? 117



Nachrechnen des Verallgemeinerten Hohensatzes

Beispieldreieck ohne rechten Winkel: aeb=-54
9936 2898

P=— et e, = 158976 ¢, + 46368 ¢,
5064 1477
q=——e +———e,= 81024e+23632e,
2436 8352
h=———e, + e,=—3,8976 ¢, + 13,3632 e,
625 625

= h*=(-3,8976)*+ 13,3632° = 193,7664
pq=15,8976-8,1024 + 4,6368 - 2,3632 = 139,7664

Gilt pq=h’+aeb ? 118



Nachrechnen des Verallgemeinerten Hohensatzes

Beispieldreieck ohne rechten Winkel: aeb=—-54

9936 2898

P=———e¢€+ e,=15,8976 ¢, +4,6368 e
625 625
5064 1477
qzaeﬁr e e,= 38,1024 e, +2,3637 e,
2436 8352
h=———¢+ e,=—3,8976 e, + }3,3632 e,
625 625

= h*=(-3,8976)*+ 13,3632° = 193,7664

\

pq=158976-8,1024 +4,6368 - 2,3632 = 139,7664

— pq=h*+aeb gilt fiir das Beispieldreieck

119



Und der kleine Computer rechnet auch nach:

9936 2898\ /5064 1477 87354
_| 625 625 625 625 | _ [ 625
Pq 2898 9936 || 1477 5064 o 87354
625 625 625 625 625

(—2436)%+83522

— 54 0
h2+aebh= 6252
_ 2 2
0 (—2436) 42—8352 _ca
625
N 139,7664 0
_ 625 _ ) _
87354 ( 0 139,7664) 139,7664
625

= pq= h’+aeb gilt fiir das Beispieldreieck 120



Flachensatz und Verallgemeinerter Flachensatz

In den Folien 54 & 55 wurde bereits angedeutet, dass
auch Flachenbetrachtungen be1 Dreiecken moglich und

sinnvoll sind.
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Verallgemeinerter Flachensatz
Beim Verallgemeinerten Flachensatz vergleichen wir die

Flachen, die von den Seitenvektoren a und b sowie ¢
und der Hohe h aufgespannt werden.

122



Verallgemeinerter Flachensatz

Die orientierte Rechteck-Flache h ¢, die vom Seitenvek-
tor ¢ und dem auf ¢ abgetragenen Hohenvektor h aufge-
spannt wird, 1st ...

123



Verallgemeinerter Flachensatz

... genauso grof} wie die orientierte FIa-
che des Parallelogramms, das von den beider}

- : 24
Seitenvektoren a und b aufgespannt wird ... —



Verallgemeinerter Flachensatz

Die orientierte Rechteck-Flache h ¢, die vom Seitenvek-
tor ¢ und dem auf ¢ abgetragenen Hohenvektor h aufge-
spannt wird, 1st ...

... genauso grof} wie die orientierte Flache des Parallelo-
gramms, das von den beiden Seitenvektoren a und b
aufgespannt wird ...

. — namlich exakt doppelt so groll wie die orientierte
Flache des vorgegebenen Dreiecks.
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Verallgemeinerter Flachensatz

Die orientierte Rechteck-Flache h ¢, die vom Seitenvek-
tor ¢ und dem auf ¢ abgetragenen Hohenvektor h aufge-
spannt wird, 1st ...

... genauso grof} wie die orientierte Flache des Parallelo-
gramms, das von den beiden Seitenvektoren a und b
aufgespannt wird ...

.. — namlich exakt doppelt so groll wie die orientierte
Flache des vorgegebenen Dreiecks.

Also folgt: hanc=aAb
126



Verallgemeinerter Flachensatz

Aus der Gleichheit des Flacheninhalts folgt:

hanc=aAab
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Verallgemeinerter Flachensatz

Aus der Gleichheit des Flacheninhalts folgt:
hanc=anb

Und mit Hilfe der Kanonischen Dekomposition des
Geometrischen Produkts

ab=aanbt+taeb

konnen beide Gleichungsseiten umgeformt werden in ...

128



Verallgemeinerter Flachensatz

Aus der Gleichheit des Flacheninhalts folgt:

hanc=aAab

hc—-hec=ab-aeb

Da jedoch der Hohenvektor h orthogonal zum Seiten-
vektor ¢ steht, wird das innere Produkt dieser beiden
Vektoren

hec=0

immer Null sein.
129



Verallgemeinerter Flachensatz

Aus der Gleichheit des Flacheninhalts folgt:

hanc=aAab

hc—h:c=ab—a0b

hc —ab-aeb

hec=0

Jetzt kann a e b auf die andere Gleichungsseite gebracht
werden, und man erhalt ... 130



Verallgemeinerter Flachensatz

... und man erhalt:

ab=hc+taeb

Diese Beziehung stellt den ,,Verallgemeinerten Flachen-
satz* fiir beliebige Dreiecke dar.
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Flachensatz und Verallgemeinerter Flachensatz

... und man erhalt:

ab=hc+taeb

Diese Beziehung stellt den ,,Verallgemeinerten Flachen-
satz* fiir beliebige Dreiecke dar.

Und fiir rechtwinklige Dreiecke gilt selbstverstiandlich
wieder

ab=hc

als normaler Flachensatz, da das innere Produkt a e b
senkrecht stehender Vektoren wie immer Null ergibt.



Beispielaufgaben

Berechnen Sie den Hohenvektor h des Beispieldreiecks
ohne rechten Winkel mit Hilfe des Flachensatzes, wenn
die dre1 Seitenvektoren a, b und ¢ bekannt sind.

Berechnen Sie den Hohenvektor h des rechtwinkligen

Beispieldreiecks mit Hilfe des Flachensatzes, wenn die
dre1 Seitenvektoren a, b und ¢ bekannt sind.
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Beispielaufgabe zum Verallgemeinerten Flachensatz

Wir 1osen den Verallgemeinerten Flachensatz
ab=hc+aeb
also nach h auf:

hc=ab-aeb

= h=%(ab—aob)c
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Beispielaufgabe zum Verallgemeinerten Flachensatz

Gegebene Seitenvektoren als bekannte Grof3en:
a=12e,+18e, b=12e,—-1le, c=24e,+7e,

aeb=-54 ¢’ =625

ab=(12e,+18¢e,) (12¢,— 11 e,)
=144 e,° — 132 e;e, + 216 e,e, — 198 &,
=—54 - 348 e,e,

— Orientierte Parallelogrammflache:

anb=ab-aeb=-348 ¢,e, 135



Beispielaufgabe zum Verallgemeinerten Flachensatz

Gegebene Seitenvektoren als bekannte Grof3en:
a=12e,+18e, b=12e,—-1le, c=24e,+7e,

aeb=-54 ¢’ =625

h=%(ab—a0b)c

= (C348ee,) (24 e +7e,)

625
2436 . 8352 o
625 1 625 2

=—-3,8976 ¢, + 13,3632 e, 136



Beispielaufgabe zum Verallgemeinerten Flachensatz

Gegebene Seitenvektoren als bekannte Grof3en:

a=12e,+18e, b=12e,—-1le, c=24e,+7e,

aeb=—54 ¢’ =625
Ergebnis:
1 2436 8352
h—?(ab—aOb)c——EelJrEez

=-3,8976 ¢, + 13,3632 ¢,

—> Das Ergebnis stimmt mit den Resultaten der Folien
115 & 116 tiberein. 137



Und auch der kleine Computer rechnet das aus:

a=12¢,+18¢,= (15 _15)  ab= (3% 73

b=12¢,-11e,=( 12 10 ash=("3% 0)

—11 =12 0 =54

c=24e, + 7e2=(2;L _21) (siehe Folien 32 & 33)
(625 0 _

=("07 5.)=625

— Orientierte Parallelogrammf{lache:

a/\b=ab—aob:(_54 —348)_(—54 O)

348  —54 0 —54
:(328 _338)

138
=—348 e,e,



Und auch der kleine Computer rechnet das aus:

12 18) . (—54 —348)
18 —12 348 —54
oz we-(12 ) (3 0)

c=24e,+ Te,= (24 7) (siehe Folien 32 & 33)

a=12e1+18e2=(

7o 625 0
2= =62
= ( 0 625) 625
= h=%(ab—aob)c
2_4- L _2436 8352
:( 0 —348) 625 625 | _ 625 625
348 0 7 24 8352 2436
625 625 625 625

139

_ (‘3'8976 13'3632) —_3,.8076 ¢, + 13,3632 ¢,

13,3632  3,8976



Beispielaufgabe zum Flachensatz

Gegebene Seitenvektoren als bekannte Grof3en:
a=12e +16e, b=12e¢,-9e, c=24e,t+7e,

aeb=0 ¢’ =625

ab=(12e¢,+16e,)(12¢,—-9e,)
=144 ¢,> — 108 e;e, + 192 e,e, — 144 ¢,
=—300 e,e,
—> Orientierte Rechteckflache:

anb=ab=-300e,e, 140



Beispielaufgabe zum Flachensatz

Gegebene Seitenvektoren als bekannte Grof3en:

a=12e +16e, b=12e¢,-9e, c=24e,t+7e,
aeb=0 ¢’ =625
h=%abc

84 +288
— — €
TG T 5 %

=_-3,36¢ + 11,52 ¢, >



Beispielaufgabe zum Flachensatz

Gegebene Seitenvektoren als bekannte Grof3en:

a=12e +16e, b=12e¢,-9e, c=24e,t+7e,

aeb=0 ¢’ =625
Ergebnis:
1 84 288
h—Fabc ——EEI‘FEEZ

=—-3,36¢,+11,52 e,

—> Das Ergebnis stimmt mit den Resultaten der Folien
109 & 110 tiberein. 140



Und auch der kleine Computer rechnet das aus:

a=12¢,+16e,= (12 ) ab-= (2 =300

b=12¢,- 9e,=(15 7)) aen=(0 9

-9 —-12 0 0
c=24e,+ Te,= (Z;L —ZZL) (siche Folien 51 — 55)
2 _ (625 0\ _
c ( , 625) 625

— Ornentierte Rechteckflache:

B (0 —300

a/\b—ab—(300 0 )
=—300 e,e,
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Und auch der kleine Computer rechnet das aus:

a=12e+16e,= (10 15)  an=(0 300

b=12¢,- 9¢,= (2 ) ash=(" 0)

-9 —12 0 0
c=24e, + 7e2:(2;L _21) (sieche Folien 51 — 55)
»_ (625 0 \_
=("7 5.)=625
— h=%abc
24 7 _ 84 288
:( 0 —300) 625 625 | _ 25 25
300 o /|7 _2 288 84
625 625 25 25

_ (—3,36 11,52 144

11.52 3,36) =—-3,36 ¢, + 11,52 ¢,



Und auch der kleine Computer rechnet das aus:

Auch das 1st wieder das gleiche Ergebnis wie bei der di-
rekten Berechnung, nur eben in Matrizenschreibweise.

= hzizabc
C
24 7\ [_#8+ 288
_( 0 —300) 625 625 | _ o
- \300 o /\_7 _ 24 288 84
625 625 25 2c
—3,36 11,52 145
p— ) ) — _|_
(11,52 3,36) 3936 el 11,52 e2



Schlussfolgerung:

Alle Satze der Satzgruppe des Pythagoras konnen in
threr ursprunglichen Fassung fuir rechtwinklige Drelecke
sowlie 1n Form von Verallgemeinerungen fir Dreiecke
beliebiger Winkel mit Hilfe von reellen (2 x 2)-Matrizen
auf Grundlage der Geometrischen Algebra beschrieben
und genutzt werden.
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Schlussfolgerung:

Alle Satze der Satzgruppe des Pythagoras konnen in
threr ursprunglichen Fassung fuir rechtwinklige Drelecke
sowlie 1n Form von Verallgemeinerungen fir Dreiecke
beliebiger Winkel mit Hilfe von reellen (2 x 2)-Matrizen
auf Grundlage der Geometrischen Algebra beschrieben
und genutzt werden.

Diese Siatze werden dabei mit Hilfe von Vektoren (und

nicht nur mit Hilfe von Streckenlangen, also Skalaren)
dargestellt.
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Schlussfolgerung:

Alle Satze der Satzgruppe des Pythagoras konnen in
threr ursprunglichen Fassung fuir rechtwinklige Drelecke
sowlie 1n Form von Verallgemeinerungen fir Dreiecke
beliebiger Winkel mit Hilfe von reellen (2 x 2)-Matrizen
auf Grundlage der Geometrischen Algebra beschrieben
und genutzt werden.

Diese Siatze werden dabei mit Hilfe von Vektoren (und
nicht nur mit Hilfe von Streckenlangen, also Skalaren)
dargestellt.

. = : '
Das ist ein Fortschritt! 148



Zusammenfassung:

In der Tabelle auf der folgenden Folie finden Sie ab-
schlielend eine Zusammenfassung der Ergebnisse.

Dabei wird der strukturell einfache Ubergang vom Spe-
zialfall rechtwinkliger Dreiecke zum allgemeinen Fall
beliebiger Winkel durch Berticksichtigung des inneren
Produkts noch einmal deutlich.
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Zusammenfassung:

Rechtwinklige Dreiecke Dreiecke beliebiger Winkel
cc=a’+ b’ c=a’+b*>+2aeb
pc=a’ qc=b’ pc=a’+aeb | qc=b’+aeb
pq=h° ab=hc pq=h’+aeb | ab=hc+aeb

Ubersicht iiber die Satzgruppe des Pythagoras
und deren Verallgemeinerung

150




Zusammenfassung:

Diese Tabelle 1st Uibrigens dem 1m Internet fre1 zugiang-
lichen Beitrag

Generalizing the Pythagorean and Euclidean

Theorems. Preprint, Url: www.vixra.org/abs/
2003.0643 [29.03.2020]

entnommen. Das sind die Vortragsfolien eines Beitrags
fur die GDM-Online-Tagung 2020 1n Wiirzburg.
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Zusammenfassung:

Diese Tabelle 1st Uibrigens dem 1m Internet fre1 zugiang-
lichen Beitrag

Generalizing the Pythagorean and Euclidean
Theorems. Preprint, Url: www.vixra.org/abs/

2003.0643 [29.03.2020]

entnommen. Das sind die Vortragsfolien eines Beitrags
fir die GDM-Online-Tagung 2020 in Wiirzburg. (Dort
werden allerdings komplexe (2 x 2)-Matrizen verwen-
det, so dass dort auch Dreiecke, die sich im dreidimen-

sionalen Raum befinden, betrachtet werden konnen.) 153



Ausblick

Diese komplexen (2 x 2)-Matrizen werden Pauli-Matri-
zen genannt.

Dort
werden allerdings komplexe (2 x 2)-Matrizen verwen-
det, so dass dort auch Dreiecke, die sich im dreidimen-

sionalen Raum befinden, betrachtet werden konnen. 154



Ausblick

Diese komplexen (2 x 2)-Matrizen werden Pauli-Matri-
zen genannt.

Hier in diesen Ergdnzungsfolien sollen aber nur reelle
Matrizen betrachtet werden. Deshalb werden wir ... spa-
ter einmal ... wenn die Zeit dafiir noch reichen sollte ...
mit Corona 1st alles anders ... uns eine alternative Dar-
stellungsweise fiir Pauli-Matrizen ausdenken.

Dort
werden allerdings komplexe (2 x 2)-Matrizen verwen-
det, so dass dort auch Dreiecke, die sich im dreidimen-

sionalen Raum befinden, betrachtet werden konnen. 155



Ausblick

Diese komplexen (2 x 2)-Matrizen werden Pauli-Matri-
zen genannt.

Hier in diesen Ergidnzungsfolien sollen aber nur reelle
Matrizen betrachtet werden. Deshalb werden wir ... spa-
ter einmal ... wenn die Zeit dafiir noch reichen sollte ...
mit Corona 1st alles anders ... uns eine alternative Dar-
stellungsweise fiir Pauli-Matrizen ausdenken.

— Pauli-Matrizen lassen sich namlich auch als reelle
(4 x 4)-Matrizen schreiben.
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Ausblick

Diese komplexen (2 x 2)-Matrizen werden Pauli-Matri-
zen genannt.

Hier in diesen Ergidnzungsfolien sollen aber nur reelle
Matrizen betrachtet werden. Deshalb werden wir ... spa-
ter einmal ... wenn die Zeit dafiir noch reichen sollte ...
mit Corona 1st alles anders ... uns eine alternative Dar-
stellungsweise fiir Pauli-Matrizen ausdenken.

— Pauli-Matrizen lassen sich namlich auch als reelle
(4 x 4)-Matrizen schreiben — ganz ohne komplexe

Zahlen. 157



Erganzungsfolien 04
Der kleine Computer mochte ein
Sandwich

Mathematik 1 des Bachelor-
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Ein Highlight der Weltgeschichte

Zu den weltgeschichtlich pragendsten Ereignissen in der
Wissenschaft der Kulinarik zahlt zweifelsohne die Erfin-
dung des Sandwiches durch John Montagu, den 4. Earl
of Sandwich.

Um sich wahrend seiner sehr, sehr lange dauernden und
leidenschaftlich ausgetragenen Kartenspiele nicht durch
profane Mahlzeiten unterbrechen zu lassen, liel3 er sich
durch seine Bediensteten ein in zwei gerostete Weil3brot-
scheiben emgeklemmtes, gesalzenes Rindfleisch-
Schnitzel reichen.

So konnte er problemlos essen und gleichzeitig ohng
Unterbrechung weiterspielen.



Ein Highlight der Weltgeschichte

Uberhaupt muss er einen bleibenden Eindruck auf seine
Zeitgenossen gemacht haben. So benannte der englische
Seefahrer James Cook eine Inselgruppe im Siidatlantik
nach Sandwich, ebenso wurde — wenn man den FEin-
tragungen 1in Wikipedia trauen darf — der Stid-Sandwich-
Graben mit 8.264 m Tiefe nach ihm benannt.

Offenbar kam damals auch das von thm erfundene Sand-
wich 1in London sehr in Mode. Die Notwendigkeit, Kar-
tenspiele (oder andere Tatigkeiten) nicht unterbrechen
zu miissen, kann hier eindeutig als entscheidender
Faktor einer britisch-europdischen Kﬁchen—Revolution4
1dentifiziert werden.



Ein Highlight der Weltgeschichte

Diese Revolution hatte Auswirkungen bis hinein in die
Mathematik.

So wurde das Einklemmen eines kalten, gesalzenen
Fleischstiicks 1n zwe1r gerostete Weil3brotscheiben von
einigen Mathematikern als Anlass genommen, auch
Vektoren (oder andere mathematische GroB3en) in andere
Vektoren einzuklemmen und so ein mathematisches
Sandwich zu konstruieren.

Da dabei1 multipliziert wird, wird das entstandene Pro-

dukt als Sandwich-Produkt bezeichnet. 5



Sandwich-Produkt

Ein Sandwich-Produkt hat also die folgende Form:
nrn

Daber wird beispielsweise ein Vektor r in der Mitte
gleichzeitig von rechts und von links mit einem anderen
Vektor n multipliziert.

Diese Art der Doppel-Multiplikation wird in dieser
Folienserie nun mit Hilfe der Objekte, die unser kleiner,
unbeholfener Computer versteht, untersucht.



Wir erinnern uns:

Dieser kleine, unbeholfene und doch nicht ganz so

doofe Computer wurde nur fiir Rechnungen mit reellen
(2 x 2)-Matrizen der Art

(411 412
A =
dp1 4dp22

programmiert. a,;, a,5, a,; und a,, sind dabei reelle
Zahlen.

Andere mathematische Objekte versteht er nicht. Und
mit anderen mathematischen Objekten kann er nicht
rechnen. Denn dafiir 1st er einfach nicht ausgelegt. 7



Wir erinnern uns:

Der kleine Computer kann also nur mathematische
Objekte, die aus den folgenden vier Basiselementen
zusammengesetzt sind, bearbeiten:

(1 O) _ 1 skalare, dimensionslose

0 1 Basiseinheit

( 01) = € Basisvektor in x-Richtung
(0 1) = Basisvektor in y-Richtung
1 0

(_01 é) = e,e, Basis-Bivektor der xy-Ebene



Das heil}t:

Der kleine Computer kann deshalb nur folgende geome-
trische Objekte bearbeiten:

_ (k 0y _ _ . .
k= ( 0 k) =k1l=Kk Skalare (dimensionslos)

X v Vektoren als orientierte
r= ( —x) =Xxe; tye, Streckensticke (eindi-
mensional)

0 a Bivektoren als orientierte
A= (_ 3 0) — 466 Flachenstiicke (zweidi-
mensional)



Der kleine, doofe Computer

Aber heute hat der kleine, nicht ganz so doofe Computer
einfach keine Lust, etwas mit Skalaren oder Bivektoren
auszurechnen.

Heute mochte er einfach nur Vektoren berechnen. Er
mochte heute Vektoren nehmen, diese Vektoren in eine
Gleichung einsetzen und dann wieder als Ergebnis
seiner Rechnungen einen Vektor erhalten.

10



Der kleine, doofe Computer

Aber heute hat der kleine, nicht ganz so doofe Computer
einfach keine Lust, etwas mit Skalaren oder Bivektoren
auszurechnen.

Heute mochte er einfach nur Vektoren berechnen. Er
mochte heute Vektoren nehmen, diese Vektoren in eine
Gleichung einsetzen und dann wieder als Ergebnis
seiner Rechnungen einen Vektor erhalten.

Deshalb 1st unser kleiner Computer sehr, sehr gliicklich,
als er in der hoch angesehenen Zeitschrift fir wissen-
schaftliche Kulinarik Fress-Schmatz (vier Steme} 7
liest:



Sandwich-Produkte
von Vektoren erge-
ben immer wieder
Vektoren.

12



Sandwich-Produkte

Sandwich-Produkte von Vektoren ergeben immer wieder
Vektoren.

Das mochte der kleine, heute etwas faule Computer
gleich an einem einfachen Beispiel ausprobieren.

13



Unser erstes Sandwich-Produkt

Als erstes Beispiel betrachten wir mit Hilfe des kleinen
Computers die folgende geometrisch einfache Situation:

14




Unser erstes Sandwich-Produkt

Der blaue Vektor r lautet dann:
Und der griine Vektor n ist:

r=5e¢ +2e,
n= e

15



Unser erstes Sandwich-Produkt

Der blaue Vektor r lautet dann: r=35e;+2e,
Und der griine Vektor n ist: n= e

Wir berechnen also:

nrn=e;(5e +2e,)e

16



Unser erstes Sandwich-Produkt

Der blaue Vektor r lautet dann: r=35e;+2e,
Und der griine Vektor n ist: n= e

Wir berechnen also:
nrn=e;(5e +2e,)e
=(5e”+2ee,) e

— Pra-Multiplikation von e, von links

17



Unser erstes Sandwich-Produkt

Der blaue Vektor r lautet dann: r=35e;+2e,
Und der griine Vektor n ist: n= e
Wir berechnen also:
nrn=e;(5e +2e,)e
=(5e +2ee)e
=(5+2ee,)e

— Normierung der Basisvektoren: e,*=1

18



Unser erstes Sandwich-Produkt

Der blaue Vektor r lautet dann: r=35e;+2e,
Und der griine Vektor n ist: n= e
Wir berechnen also:
nrn=e;(5e +2e,)e
=(5e”+2ee,) e
=(5+2ee,)e
=5e, +2e,e,€e,

— Post-Multiplikation von e; von rechts

19



Unser erstes Sandwich-Produkt

Der blaue Vektor r lautet dann: r=35e;+2e,
Und der griine Vektor n ist: n= e
Wir berechnen also:
nrn=e;(5e +2e,)e
=(5e”+2ee,) e
=(5+2ee,)e
=5e, +2e,e,€e,
=5e;,—2e.e4€,

20
— Beachtung der Anti-Kommutativitat: e,e, =—e,e,



Unser erstes Sandwich-Produkt

Der blaue Vektor r lautet dann: r=35e;+2e,
Und der griine Vektor n ist: n= e

Wir berechnen also:
nrn=e;(5e +2e,)e
=(5e”+2ee,) e
=(3t2e1,)e
=5e, +2e,e,€e,
=5e;,—2e.e4€,

=5e,—2e,

21



Unser erstes Sandwich-Produkt

Der blaue Vektor r lautet dann: r=35e;+2e,
Und der griine Vektor n ist: n= e

Naturlich hatten wir das auch schneller berechnen konnen:
nrn=e;(5e +2e,)e
=5 ee.e; T 2 e,

=5e,—2e,

22



Unser erstes Sandwich-Produkt

Der blaue Vektor r lautet dann: r=5e,+2e,= (g _g)

] - _ . _(1 0
Und der griine Vektor n 1st: n=e ( 0 — 1)
Oder wir hatten den kleinen Computer rechnen lassen konnen:

nrn=e;(5e +2e,) e

23



Unser erstes Sandwich-Produkt

Der blaue Vektor r lautet dann: r=5e,+2e,= (g _g)

Und der griine Vektor n 1st: n=e; = ((1) _(i)

Oder wir hatten den kleinen Computer rechnen lassen konnen:

(0 DE G 9

24



Unser erstes Sandwich-Produkt

Der blaue Vektor r lautet dann: r=5e,+2e,= (g _g)

Und der griine Vektor n 1st: n=e; = ((1) _(i)

Oder wir hatten den kleinen Computer rechnen lassen konnen:

(0 DE G 9

(1 9 -

25



Unser erstes Sandwich-Produkt

Der blaue Vektor r lautet dann: r=5e,+2e,= (g _g)

Und der griine Vektor n 1st: n=e; = ((1) _(i)

Oder wir hatten den kleinen Computer rechnen lassen konnen:

(0 DE G 9
(396 9

5

2
(L5 )
26



Unser erstes Sandwich-Produkt

Der blaue Vektor r lautet dann: r=5e,+2e,= (g _g)

Und der griine Vektor n 1st: n=e; = ((1) _(i)

Oder wir hatten den kleinen Computer rechnen lassen konnen:

(0 DE G 9

(1 9 -

27



Unser erstes Sandwich-Produkt

Der blaue Vektor r lautet dann: r=5e,+2e,= (g _é)

Und der griine Vektor n 1st: n=e; = ((1) _(i)

Und egal, wie wir rechen, wir erhalten auf jeden Fall immer:
nrn=35e¢,—-2e,

Doch was bedeutet diese Ergebnis nun?

28



Unser erstes Sandwich-Produkt

Der blaue Vektor r lautet dann: r=5e,+2e,= (g _g)

) . 1 0
Und der griine Vektor n 1st: : n=e; = ( 0 — 1)
Und egal, wie wir rechen, wir erhalten auf jeden Fall immer:
nrn=35e¢,—-2e,

Doch was bedeutet diese Ergebnis nun?

Was haben wir hier getan?

29



Unser erstes Sandwich-Produkt

Der blaue Vektor r lautet dann: r=5e,+2e,= (g _g)

Und der griine Vektor n 1st: n=e; = ((1) _(i)

Und egal, wie wir rechen, wir erhalten auf jeden Fall immer:
nrn=35e¢,—-2e,

Doch was bedeutet diese Ergebnis nun?

Um dieses Ergebnis zu verstehen, zeichnen wir es ein-
fach 1n das Koordinatensystem ein und interpretieren es
geometrisch. 30



Unser erstes Sandwich-Produkt

Blauer Vektor: r=5e¢,+2e,
Griner Vektor: n= e,

31



Unser erstes Sandwich-Produkt

Blauer Vektor: r=5e¢;,+2e, Resultatt nrn=35e¢,—-2e,
Griner Vektor: n= e,

32




Unser erstes Sandwich-Produkt

Blauer Vektor: r=5e¢;,+2e, Resultatt nrn=35e¢,—-2e,
Griner Vektor: n= e,

Reflexionsachse

33




Interpretation

Der Vektor r = 5 e; + 2 e, wird an einer Reflexionsachse in
Richtung des Reflexionsvektors n = e, reflektiert.

Reflexionsachse

34




Interpretation

Das gilt natiirlich auch fiir jeden anderen Vektor r mit be-
liebigen Koordinaten: r=xe,tye,
Reflexionsvektor: n= e

Reflexion an der x-Achse:

rref:nrn:el(xel_'_yeZ)el

=X e,e.e; Ty e,e,e,

—X€-Y6

35



Interpretation

Das gilt natiirlich auch fiir jeden anderen Vektor r mit be-
liebigen Koordinaten: r=xe,tye,
Reflexionsvektor: n= e

Reflexion an der x-Achse:

r.,=nrn=e;(xe +ye,) e

ref
= X elelel + Yy e1e2e1

—X€-Y6

Die x-Komponente liegt parallel zur Reflexionsachse und
andert thr Vorzeichen nicht, wahrend die y-Komponente
senkrecht zur Reflexionsachse steht und das Vorzeichth
umkehrt.



Interpretation
Reflexions-

rzxel—l-yezz(; _i) vektor: HZEIZ((l) _(i)

Das findet auch der kleine Computer schnell raus:

r.,=nrn= ((1) _(i) (i(, _i) ((1) _(i)
(o DG D
:(_);- :§)=Xel—ye2

Die x-Komponente liegt parallel zur Reflexionsachse und
andert thr Vorzeichen nicht, wahrend die y-Komponente
senkrecht zur Reflexionsachse steht und das Vorzeichén
umkehrt.



Und eine Reflexion an der y-Achse erhalten wir so:

Beliebiger Vektor: r=xe;+ye,
Reflexionsvektor: n= e,

Sandwich-Produkt:

rref:nrn:ez(xel+y62)e2

=X e,e,e, Ty e,e,e,

=—Xe Ttye,

38



Und eine Reflexion an der y-Achse erhalten wir so:

Beliebiger Vektor: r=xe;+ye,
Reflexionsvektor: n= e,

Sandwich-Produkt:

rref:nrn:ez(xel+y62)e2

=X e,e,e, Ty e,e,e,

=—Xe tye,
Interpretation:

Die x-Komponente steht senkrecht zur Reflexionsachse
und kehrt 1thr Vorzeichen um, wiahrend die y-Komponente
parallel zur Reflexionsachse liegt und das Vorzeichen niéfit

andert.



Oder so:
Reflexions-

rzxel—l-yezz(; _i) vektor: HZEZZ((l) (1))

Der kleine Computer reflektiert an der y-Achse:

rasnrn=(3 o) )G o)
G WG o
:(_;( z(,)Z—Xelere2

Die x-Komponente steht senkrecht zur Reflexionsachse
und kehrt 1thr Vorzeichen um, wiahrend die y-Komponente
parallel zur Reflexionsachse liegt und das Vorzeichen niéfit
andert.



Unser drittes Sandwich-Produkt

Zuerst hatten wir die Reflexion eines Vektors r an der x-
Achse untersucht. Danach wurde von uns die Reflexion
eines Vektors r an der y-Achse analysiert.

Be1 unserem dritten Sandwich-Produkt werden wir uns
Gedanken uber die Reflexion eines Vektors r an der Dia-
gonalen zwischen diesen beiden Achsen machen.

Der Diagonalvektor d, der die Reflexionsachse reprasen-
tiert, zeigt also in Richtung der Vektorsumme der beiden
Basisvektoren e; und e,, was in der folgenden Skizze

(siehe nachste Folie) dargestellt wird. 4



Unser drittes Sandwich-Produkt

Blauer Vektor:

r=5e t+2e,

Diagonalvektor: d= e;+ e,

A

Reflexionsachse

42



Unser drittes Sandwich-Produkt

Blauer Vektor: r=35e¢,+2e,
Diagonalvektor: d= e;+ e,

Den reflektierten Vektor r . kann man auch ganz einfach
ohne Berechnung ermitteln, denn be1 einer Reflexion an
der Diagonalen werden lediglich die x- und y-Kompo-
nenten vertauscht, da die x-Achse nun auf die y-Achse
reflektiert wird und umgekehrt.

Also lautet das Reflexionsergebnis ganz ohne Rech-
nung: r..=2e; +5e,

(siche folgende Skizze) 43



Unser drittes Sandwich-Produkt

Blaue Vektoren: r=35e;+2e, r.,=2e +35e,
Diagonalvektor: d= e;+ e,

Reflexionsachse

S




Unser drittes Sandwich-Produkt

Blaue Vektoren: r=35e;+2e, r.,=2e +35e,
Diagonalvektor: d= e;+ e,

Bei emner Reflexion an der Diagonalen werden lediglich
die x- und y-Komponenten vertauscht. Das rechnen wir
nun nach:

drd=(e;+e)(Se +2e)) (e e
=(7-3e€,) (e, te,)
=4e¢,+10e,

Das 1st sonderbar! 45



Und auch der kleine Computer wundert sich:

r=5e1+2€2=(§ _é) d:‘31+e2:(1 _1)

Auch er findet dieses Ergebnis sonderbar:
ara=(; )G 96 )
(3 G D)
2(13 ii)=4e1+10e2

Das Ergebnis dieses Sandwich-Produkts 1st doppelt so

grol} wie das korrekte Reflexionsergebnis:
46

Fe=2€+5e,=5 (de;+10e)=> drd



Und auch der kleine Computer wundert sich:

r=5e1+2€2=(§ _é) d:‘31+e2:(1 _1)

Auch er findet dieses Ergebnis sonderbar:
ard=(; )G DG )

-G G )
=(0 10)=de+10e,

Das Ergebnis dieses Sandwich-Produkts 1st doppelt so

grol} wie das korrekte Reflexionsergebnis.
47

Irgendetwas 1st schief gelaufen!



Das ist schief gelaufen:

Bei den ersten beiden Sandwich-Produkten hatten wir
berechnet:

r.,,=nrn=e;(5e,+2e,)e;= Se;,—2e,
T T
bzw. r.,.,=nrn=e,(5e,+2e,)e,=—5¢;+2e,

T T

Einheitsvektoren

Beim dritten Sandwich-Produkt dagegen war:

drd=(e;te,)(Se,+2¢,)(e;te,)=4e¢,+10e¢,
T T

keine Einheitsvektoren

48



Normierung von Reflexionsvektoren

Die Reflexionsformel fiir Vektoren

r..—nrin

ref

1st nur dann giiltig, wenn die Reflexionsvektoren n Ein-
heitsvektoren sind. Sie miissen normiert sein

n’=1

oder ... (siche spiter) ...

49



Normierung von Reflexionsvektoren

Um den Vektor der Diagonalen
d=e te,

zu normieren, muss er durch die skalare Wurzel seines
Quadrats
2 _ 2 _
d”=(e; T e) =(e;te)(e;te,)
—e~+ee,+ee e’
=2

dividiert werden.
50



Normierung von Reflexionsvektoren

Um den Vektor der Diagonalen

d=e te,

zu normieren, muss der kleine Computer durch die ska-

lare Wurzel des Quadrats dieses Vektors

1

2 2 _
d _(e1+e2) _(1

dividieren.

1
—1
1
—1

2

)
)(

1
1

1
—1

)
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Normierung von Reflexionsvektoren

Also: d=e1+e2=(1 _D d’=2=

Der normierte Reflexionsvektor n lautet somit:

d 1
m:ﬁ(el+ez)

(

2 0
0 2

)
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Normierung von Reflexionsvektoren

I I

Der normierte Reflexionsvektor n lautet somit:

d 1
m:ﬁ(el+ez)

Oder 1n Matrizenschreibweise:

LI 1 1

V2 1 1\ _[v2 2
n= 0 1 (1 —1)_ 1r 1
V2 V2 V2
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Unser drittes Sandwich-Produkt

Blaue Vektoren: r=35e;+2e, r.,=2e +35e,

. 1
Reflexionsvektor: n = = NG (e; +e,)

Jetzt endlich kann die Reflexionsformel korrekt ausge-
fiihrt werden:

1 1
nrn-= \/E(eﬁrez) (3 e1+2e2)\/—§(e1+e2)

1
= E (7-3ee,) (et ey)

=2e,+35e,
54

Und wir erhalten das richtige Ergebnis.



Unser drittes Sandwich-Produkt

1 1
_ _(5 2 _1 vz V2
r—5e1+2e2—(2 _5) n—ﬁ(elJrez)— 11
V2 V2
Korrekte Reflexionsberechnung in Matrizenschreibweise:
11 1 1L
_| V2 v2 | (5 2\ [ V2 V2
nen=( Y V)G ) : Y
V2 V2 V2 V2
7 _3\ /L1 L
_ | V2 V2 | [ V2 V2
S\ ZJ\L _1
V2 v2/ \V2 V2

2 5 55
(5 _ 2) =2e,+5e, = perfektes Ergebnis



Zusammenfassung

Bei emmer Reflexion des Vektors r an einer Reflexions-
achse, die durch den Reflexionsvektor n reprasentiert

wird, ergibt sich der reflektierte Vektor r. durch ein
Sandwich-Produkt.

Wenn der Reflexionsvektor n ein Einheitsvektor ist (also
n’ = 1 gilt), dann lautet dieses Sandwich-Produkt:

r.,=nNnrn
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Zusammenfassung

Bei emmer Reflexion des Vektors r an einer Reflexions-
achse, die durch den Reflexionsvektor n reprasentiert

wird, ergibt sich der reflektierte Vektor r. durch ein
Sandwich-Produkt.

Wenn der Reflexionsvektor n ein Einheitsvektor ist (also

n’ = 1 gilt), dann lautet dieses Sandwich-Produkt:
r.,=nNnrn

Und wenn der Reflexionsvektor kein Einheitsvektor sein

sollte, muss normiert werden. Dann ergibt sich der in der
nidchsten Folie dargestellte Zusammenhang. 57



Verallgemeinerung der Zusammenfassung

Be1 emer Reflexion des Vektors r an einer Reflexions-
achse, die durch den Reflexionsvektor d reprasentiert

wird, ergibt sich der reflektierte Vektor r. durch ein
Sandwich-Produkt.

Wenn der Reflexionsvektor d ein Vektor beliebiger
Lange ist, dann lautet dieses Sandwich-Produkt:

_ -1
r.,=drd

Z%drd
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Verallgemeinerung der Zusammenfassung

Be1 emer Reflexion des Vektors r an einer Reflexions-
achse, die durch den Reflexionsvektor d reprasentiert
wird, ergibt sich der reflektierte Vektor r. durch das
folgende Sandwich-Produkt:

_ -1
r.,=drd

=%drd

Hier wurde die Definition der Inversen eines Vektors
verwendet, die bereits in den Erganzungsfolien 03 ange-

geben wurde:

59
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Zusammenfassung fur Nervensagen

Be1 emer Reflexion des Vektors r an einer Reflexions-
achse, die durch den Reflexionsvektor n reprasentiert
wird, ergibt sich der reflektierte Vektor r. durch ein

Sandwich-Produkt.

Wenn der Reflexionsvektor n ein Einheitsvektor ist (also
n’ = 1 gilt), dann lautet dieses Sandwich-Produkt:

r.,=nNnrn

Mathematiker sind nervig. Immer wollen sie alles be-
weisen. Zum Glick geht das ganz einfach — wenn wir
uns die geometrische Situation vergegenwartigen und(
das innere und dullere Produkt nutzen.



Geometrische Situation

y
A

Reflexionsachse
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Geometrische Situation

y
A

Reflexionsachse
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Geometrische Situation

- Die Summe aus urspriinglichem Vektor r und dem re-
flektierten Vektor r., muss auf der Reflexionsachse
(bzw. parallel zur Reflexionsachse) liegen. Sie muss
also ein Vielfaches des Reflexionsvektors n sein.
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Geometrische Situation

y
A

Reflexionsachse
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Geometrische Situation

- Die Summe aus urspriinglichem Vektor r und dem re-
flektierten Vektor r., muss auf der Reflexionsachse
(bzw. parallel zur Reflexionsachse) liegen. Sie muss
also ein Vielfaches des Reflexionsvektors n sein.

- Die Differenz des urspriinglichem Vektors r und des
reflektierten Vektor r,. muss senkrecht zur Refle-
xionsachse liegen. Dieser Differenzvektor muss also
orthogonal zum Reflexionsvektor n stehen.
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Geometrische Situation

- Die Summe aus urspriinglichem Vektor r und dem re-
flektierten Vektor r., muss auf der Reflexionsachse
(bzw. parallel zur Reflexionsachse) liegen. Sie muss
also ein Vielfaches des Reflexionsvektors n sein.

- Die Differenz des urspriinglichem Vektors r und des
reflektierten Vektor r,. muss senkrecht zur Refle-
xionsachse liegen. Dieser Differenzvektor muss also
orthogonal zum Reflexionsvektor n stehen.

- Und dass diese Vektoren r, r.. n, (r + r.,) sowie
(r.— I, alle in einer Ebene liegen, 1st angesichts der
vorigen Skizzen auch selbstverstindlich. 66



Geometrische Situation

- Die Summe aus urspriinglichem Vektor r und dem re-
flektierten Vektor r., muss auf der Reflexionsachse
(bzw. parallel zur Reflexionsachse) liegen. Sie muss
also ein Vielfaches des Reflexionsvektors n sein.

r+r. =r+nrn
=rnn-+tnrn
=(rn+nr)n

=(remnm)n — r +r,-und n sind parallel

T 67
Skalar



Geometrische Situation

- Die Differenz des urspringlichem Vektors r und des
reflektierten Vektor r,., muss senkrecht zur Refle-
xionsachse liegen. Dieser Differenzvektor muss also

orthogonal zum Reflexionsvektor n stehen.
r-r.=r—nrn

=rnn—-nrn

=(rn—nr)n

=(rAn)n

T

Bivektor ohne Skalar
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Geometrische Situation

- Die Differenz des urspringlichem Vektors r und des
reflektierten Vektor r,., muss senkrecht zur Refle-
xionsachse liegen. Dieser Differenzvektor muss also
orthogonal zum Reflexionsvektor n stehen.

r-r.=(rAn)n

T

Bivektor ohne Skalar

= (r—r,n=(rAn)n’

=rAn = r-r,,undnsind orthogonal

T 69
Bivektor ohne Skalar



Schlussfolgerung

Die Formel

r .—nrin

ref

beschreibt also uneingeschrankt und unzweifelhaft eine
Reflexion.
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Schlussfolgerung

Die Formel

r .—nrin

ref

beschreibt also uneingeschrankt und unzweifelhaft eine
Reflexion.

Und deshalb wiinscht Ihnen Earl John Montagu, der 4.
Earl of Sandwich, Guten Appetit bei Ihrem nichsten
Sandwich!
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Erganzungsfolien 05;
Der kleine Computer mochte noch
ein Sandwich

Mathematik 1 des Bachelor-
Studiengangs Ingenieurinformatik
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— Dr. M. Horn — 1






Doppel-Sandwich

Heute recyceln wir eine alte Aufgabe und ubertragen sie
in die Mathematik des kleinen, doofen Computers. Er
wurde ja nur fiir Rechnungen mit reellen (2 x 2)-Matri-
zen der Art

(411 412
A=
dpq1 dp2

programmiert, wobei a,;, a,,, a,; und a,, reelle Zahlen
sind.

Andere mathematische Objekte versteht er nicht; mit
anderen mathematischen Objekten kann er nichts anfan-3
gen.



Doppel-Sandwich

In dieser alten Aufgabe ... (Sie kennen Sie aus einem
Ubungsblatt) ...



Doppel-Sandwich

In dieser alten Aufgabe werden zwei Reflexionen hinter-
einander ausgefiihrt.

Das 1st so, als ob Sie sich gleichzeitig in zwei schrag
zueinander stehenden, ebenen Spiegeln spiegeln. Ihr
Spiegelbild, das durch Reflexion an einem ersten ebenen
Spiegel entsteht, wird in einem zweiten ebenen Spiegel
reflektiert, bevor das Licht dieses zweiten Spiegelbilds
uber den ersten Spiegel zurtick in Thre Augen geworfen
wird.



Doppel-Sandwich

In dieser alten Aufgabe werden zwei Reflexionen hinter-
einander ausgefiihrt.

Das 1st so, als ob Sie sich gleichzeitig in zwei schrag
zueinander stehenden, ebenen Spiegeln spiegeln. Ihr
Spiegelbild, das durch Reflexion an einem ersten ebenen
Spiegel entsteht, wird in einem zweiten ebenen Spiegel
reflektiert, bevor das Licht dieses zweiten Spiegelbilds
uber den ersten Spiegel zurtick in Thre Augen geworfen
wird.

Wie sieht das Spiegelbild dieser Doppel—Spiegelun%
dann aus?



Doppel-Sandwich

In dieser alten Aufgabe werden zwei Reflexionen hinter-
einander ausgefiihrt.

Das 1st aber nur so, als ob ...

Wie sieht das Spiegelbild dieser Doppel—Spiegelung/
dann aus?



Doppel-Sandwich

In dieser alten Aufgabe werden zwei Reflexionen hinter-
einander ausgefiihrt.

Das 1st aber nur so, als ob ... Denn leider konnen wir
diese Situation mit der Mathematik des kleinen Compu-
ters nicht richtig nachrechnen. Der kleine Computer be-
herrscht ja nur die Geometrie der Ebene mit dimensions-
losen Punkten, eindimensionalen Vektoren und zweidi-
mensionalen, orientierten Flachenstiicken.

Wie sieht das Spiegelbild dieser Doppel—Spiegelun%
dann aus?



Doppel-Sandwich

In dieser alten Aufgabe werden zwei Reflexionen hinter-
einander ausgefiihrt.

Das 1st aber nur so, als ob ... Denn leider konnen wir
diese Situation mit der Mathematik des kleinen Compu-
ters nicht richtig nachrechnen. Der kleine Computer be-
herrscht ja nur die Geometrie der Ebene mit dimensions-
losen Punkten, eindimensionalen Vektoren und zweidi-
mensionalen, orientierten Flachenstiicken. Im echten
Leben befinden wir jedoch in einem dreidimensionalen
Raum. Den kann der kleine Computer (noch) nicht be-
rechnen. 9



Doppel-Sandwich

In dieser alten Aufgabe werden zwei Reflexionen hinter-
einander ausgefiihrt.

Deshalb werden wir eine mathematisch reduzierte
Doppel-Spiegelung berechnen: Wir reflektieren nicht an
Flachen, sondern an Achsen. Das hatten wir ja schon 1n
den letzten Erganzungsfolien 04 so gemacht.

10



Doppel-Sandwich

In dieser alten Aufgabe werden zwei Reflexionen hinter-
einander ausgefiihrt.

Deshalb werden wir eine mathematisch reduzierte
Doppel-Spiegelung berechnen: Wir reflektieren nicht an
Flachen, sondern an Achsen. Das hatten wir ja schon 1n
den letzten Erganzungsfolien 04 so gemacht.

Und dabei haben wir gelernt: Das Sandwich-Produkt

r .—nrin

ref

beschreibt die Reflexion des Vektors r an einer Achse
die in Richtung des Einheitsvektors n zeigt.

11



Doppel-Sandwich

Und da wir jetzt zwei Reflexionen hintereinander be-
trachten, benotigen wir auch zwei Reflexionsachsen.

Die erste Reflexion wird also an einer Achse 1n
Richtung eines ersten Reflexionsvektors n stattfinden:

r .—nrin

ref

12



Doppel-Sandwich

Und da wir jetzt zwei Reflexionen hintereinander be-
trachten, benotigen wir auch zwei Reflexionsachsen.

Die erste Reflexion wird also an einer Achse 1n
Richtung eines ersten Reflexionsvektors n stattfinden:

r .—nrin

ref

Und die zweite Reflexion des reflektierten Vektors r,.,
wird an einer zweiten Achse, die in Richtung eines zwei-
ten Reflexionsvektors m weist (der ebenfalls ein Ein-
heitsvektor sein sollte), stattfinden.

13



Doppel-Sandwich

Und da wir jetzt zwei Reflexionen hintereinander be-
trachten, benotigen wir auch zwei Reflexionsachsen.

Die erste Reflexion wird also an einer Achse 1n
Richtung eines ersten Reflexionsvektors n stattfinden:

r .—nrin

ref

Und die zweite Reflexion des reflektierten Vektors r,;
wird an einer zweiten Achse, die in Richtung eines zwei-
ten Reflexionsvektors m weist, stattfinden. So erhalten
wir das doppelte Sandwich-Produkt:

mr _ .m=mnrnm 14



Eine alte Aufgabe

Die rote Zahl 1 (siehe folgende Folie) wird zuerst an der
Diagonalen des 1. bzw. III Quadranten reflektiert.

Das Spiegelbild der reflektierten Zahl 1 wird danach an
der y-Achse reflektiert.

15
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Eine alte Aufgabe

Die rote Zahl 1 (siehe folgende Folie) wird zuerst an der
Diagonalen des 1. bzw. III Quadranten reflektiert.

Das Spiegelbild der reflektierten Zahl 1 wird danach an
der y-Achse reflektiert.

Fragestellungen:
Wo liegt das Spiegelbild nach der zweiten Reflexion?

Und durch welche geometrische Operation kann es
direkt aus der urspriinglichen Zahl 1 gebildet werden? 17



Zeichnerische Losung

Die zeichnerische Losung i1st ganz einfach: Mit Hilfe
eines Geo-Dreiecks konstruieren wir die Senkrechten,
die von den Endpunkten unserer roten Zahl 1 ausgehen
und die orthogonal zur ersten Reflexionsachse stehen.

Auf den verlingerten Senkrechten zeichnen wir die
Bildpunkte der 1 auf der anderen Seite der Achse in ge-
nau gleichem Abstand ein.

Verbinden wir diese Bildpunkte, erhalten wir das ge-
suchte Spiegelbild (siche folgende Folie).

: . . : 18
Und nach dieser nachsten Folie rechnen wir alles aus.
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Rechnerische Losung

Im Koordinatensystem konnen die drei Endpunkte der
gegebenen roten Zahl 1 abgelesen werden. Sie lauten:

Nasenspitze: r,=3e,—2e,= ( 3 —2)

-2 =3
Kopfpunkt: rg=4 e = (g _2)
FulBpunkt: r-=4e,—-5e,= (_g :Z)

20



Rechnerische Losung

Im Koordinatensystem konnen die drei Endpunkte der

gegebenen roten Zahl 1 abgelesen werden. Sie lauten:

Nasenspitze: r,=3e,—2e,= ( 3 —2)

—2 -3
Kopfpunkt: rg=4 e = (g _2)
Fullpunkt: r-=4e;,—5e,= (_g :Z)

Und der Reflexionsvektor lautet:

1
n:ﬁ(el+ez):

Nl Sl

sl

21



Rechnerische Losung

Nasenspitze: r,=3e,—2e,= (_3 _2)

2 —3

Reflektierte Nasenspitze:

I.Aref n I.A n

ﬂ\*—*

N [= N =

(_

1
(91 te,)3e—2e¢) = V2 (e, +€,)

(1-See) (e, +e,)

4e,+6e,

=—2e¢, +3e,

22



Rechnerische Losung

5 3

Reflektierte Nasenspitze in Matrizenrechnung:

Nasenspitze: ry,=3e,—2e,= (

N 1
V2 V2 3 =2\( V2
Farer — 11 (_2 _3) 1
V2 V2 V2
1o _2\/1X L
(V2 V2| [V2 V2
S\ Lj\L o1
V2 v2/ \V2 V2

3
2)=—2e1+3e2

I
I
w N

sl

23



Rechnerische Losung

4 0)

Kopfpunkt: rg=4e;= ( 0 —4

Reflektierter Kopfpunkt:
Igrer — N Ig N

1 1
:\/E(e1+e2)4e1\/_i(el+ez)

1
= E (4—-4dee,) (e +e,)

=(2-2e¢e,) (e, T ¢

=4 e,

24



Rechnerische Losung

4 0

0 )
Reflektierter Kopfpunkt in Matrizenrechnung:

Kopfpunkt: rg=4e;= (

1 1 1

vz vz )4 O0\|vz
IRref = i _1 (0 _4) i B

V2 V2 2

4 4 1 1
vz vz\[vz 2

4 4 1 1

V2 V2Z/ \vz2 V2

0 4
=(4 O)=4e2



Rechnerische Losung

4 —5)

Fupunkt:  rc=4e;-5e,=(_¢

Reflektierter Fullpunkt:

I.Cref —1n I.C n

1 1
zﬁ(e1+e2)(4e1—5€2)\/_§(e1+ez)

1
— E (— 1-9 elez) (el + eZ)

1

=—5¢, +4e,

26



Rechnerische Losung

4 —5)

FuBpunkt: rC=4e1—Se2=(_5 .

Reflektierter Fullpunkt in Matrizenrechnung:

11 1

_| V2 V2 ( 4 —5) V2
et =\ 1 1 Jls 4/ | L
V2 V2 V2

Sl - wal =

27



Zwischenergebnisse

Nasenspitze: r,=3e,—2e,= (_3 :g)

r,..——2e +3e,= (_§ g)

Kopfpunkt: rp=4e, = (g _Z)
0 4
l.Bl‘ef:4'e2: (4_ O)
4 -5
5 )
-5 4
+ 5
Diese Ergebnisse stimmen mit der zeichnerischen L<8

sung tiberein (sieche noch einmal die folgende Skizze).

FuB3punkt: r-=4e,—-5e,= (

rCref:_5e1+4e2:(
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Zwischenergebnisse

Und es 1st klar erkennbar, dass es sich hier um eine Re-
flexion handelt, denn die Nasenspitze der roten 1, dic
zuerst nach links zeigte, zeigt 1im reflektierten Bild nach
rechts.

30
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Zeichnerische Losung

Und es 1st klar erkennbar, dass es sich hier um eine Re-
flexion handelt, denn die Nasenspitze der roten 1, dic
zuerst nach links zeigte, zeigt 1im reflektierten Bild nach
rechts.

Dieses reflektierte Bild kann nun in einem zweiten
Schritt erneut recht einfach zeichnerisch an der y-Achse
reflektiert werden (siche folgende Folie).

Und auch das rechnen wir nach der nachsten Folie dann
nach.

32
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Und hallo, hallo, Achtung, Suggestion!

Und hallo, hallo, wir brauchen einen neuen Namen fir
das doppelte Sandwich-Produkt: ry, . ¢ 15t viel zu lang
und klingt auBBerdem irgendwie blod.

Aber wir hatten ja eine rote 1. Deshalb bezeichnen wir
den zweifach reflektierten Vektor beim doppelten Sand-
wich-Produkt dieser Farbe entsprechend und sehr, sehr
suggestiv einfach als r_,.

Es gilt also:
r.,=mr_ ,m=mnrnm

34



Rechnerische Losung

Die Zwischenergebnisse lauteten:

Nasenspitze: 1, =—2¢€ +3e,= (_§

Kopfpunkt: Iger=4 €= (2 g)
| -5
FuBBpunkt: Feer=—d€ t4de,= ( 4

Und der neue Reflexionsvektor lautet nun:

ne (0 )

Do W
N—

U1l S
—

35



Rechnerische Losung

Reflektierte Nasenspitze: ry =—2¢,+3e,= (

Doppelt reflektierte Nasenspitze:
FCporot — M L ppep M
=e,(-2¢;t3¢)e
=3 +2epe,)e,

=2e;,+3e,

36



Rechnerische Losung

-2 3
3 2

Doppelt reflektierte Nasenspitze in Matrizenrechnung:
(i 0 (73 D0 o)
(2 3G o)
-5 )

=2e¢,+3e,

Reflektierte Nasenspitze: ry =—2¢,+3e,= (

)

37



Rechnerische Losung

Reflektierter Kopfpunkt: rg. =4 €,= (
Doppelt reflektierter Kopfpunkt:
I'grot — M I'gpepe M
=e,4e,e,

=4e,

0 4
4 0

)
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Rechnerische Losung

0 4
+ 0
Doppelt reflektierter Kopfpunkt in Matrizenrechnung:

(1 0) (s 0@ o)
(0 G o

~(3 o)

Reflektierter Kopfpunkt: rg. =4 €,= (

39



Rechnerische Losung

Reflektierter Fullpunkt: ro =—5¢;+4e,= (

Doppelt reflektierter Fullpunkt:
Feror — M Foper M
=e (=S¢ t4dey)e,
=(4+35epe,)e,

=5e +4e,

4
4 5

)

40



Rechnerische Losung

—5 4
4 5

Doppelt reflektierter Fupunkt in Matrizenrechnung;
=1 o) (7 51 o)
(5 DG o
- )

=5e +4e,

Reflektierter Fullpunkt: ro =—5¢;+4e,= (

)

41



Endergebnisse
3 -2
5 3)

5 o)

Nasenspitze: ry=3e,—2¢€,= (
P =2€ 3=
Kopfpunkt: rp=4e¢,= ( )
=€~ (3 )

FuBBpunkt: rc=4e —-35e,= (_5 :i)

5 4
+ 5
Diese Ergebnisse stimmen mit der zeichnerischen Lo42
sung iiberein (sieche noch einmal die folgende Skizze).

rcrot:5e1‘|‘432:(
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Interpretation

Und es 1st klar erkennbar, dass es sich hier insgesamt
nicht um eine Reflexion handelt, denn die Nasenspitze
der roten 1, die zuerst nach links zeigte, zeigt im doppelt
reflektierten Bild ebenfalls nach links.

Eine zweifache Reflexion ergibt also insgesamt keine
Reflexion.

S
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Interpretation

Und es 1st klar erkennbar, dass es sich hier insgesamt
nicht um eine Reflexion handelt, denn die Nasenspitze
der roten 1, die zuerst nach links zeigte, zeigt im doppelt

reflektierten Bild ebenfalls nach links.

Eine zweifache Reflexion ergibt also insgesamt keine
Reflexion, sondern eine ...

(siehe nachste Folie)
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Interpretation

Und es 1st klar erkennbar, dass es sich hier insgesamt
nicht um eine Reflexion handelt, denn die Nasenspitze
der roten 1, die zuerst nach links zeigte, zeigt im doppelt
reflektierten Bild ebenfalls nach links.

Eine zweifache Reflexion ergibt also insgesamt keine
Reflexion, sondern eine Rotation.
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Interpretation

Und es 1st klar erkennbar, dass es sich hier insgesamt
nicht um eine Reflexion handelt, denn die Nasenspitze
der roten 1, die zuerst nach links zeigte, zeigt im doppelt
reflektierten Bild ebenfalls nach links.

Eine zweifache Reflexion ergibt also insgesamt keine
Reflexion, sondern eine Rotation.

— Das doppelt reflektierte Spiegelbild kann durch eine
Rotation direkt aus der urspriinglichen Zahl 1 gebil-
det werden.

49



Interpretation

Und es 1st klar erkennbar, dass es sich hier insgesamt
nicht um eine Reflexion handelt, denn die Nasenspitze
der roten 1, die zuerst nach links zeigte, zeigt im doppelt
reflektierten Bild ebenfalls nach links.

Eine zweifache Reflexion ergibt also insgesamt keine
Reflexion, sondern eine Rotation.

Der Rotationswinkel 1st dabei doppelt so grofl wie der
Winkel zwischen den beiden Reflexionsachsen.
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Interpretation

Und es 1st klar erkennbar, dass es sich hier insgesamt
nicht um eine Reflexion handelt, denn die Nasenspitze
der roten 1, die zuerst nach links zeigte, zeigt im doppelt
reflektierten Bild ebenfalls nach links.

Eine zweifache Reflexion ergibt also insgesamt keine
Reflexion, sondern eine Rotation.

Der Rotationswinkel 1st dabei doppelt so grofl wie der
Winkel zwischen den beiden Reflexionsachsen.

Und der Name passt auch: r, steht furr, ... 52



Was in einer Klausur passieren konnte

Eine typische Aufgabenstellung zur Rotation 1st bei-
spielsweise:

Gegeben 1st irgendein Vektor r in der xy-Ebene.

Dieser Vektor soll in der xy-Ebene um irgendeinen Win-
kel a rotiert werden. (Wenn a > 0, also positiv ist, dann
soll entgegen dem Uhrzeigersinn rotiert werden. Und
wenn o < 0, also negativ 1st, dann soll 1im Uhrzeigersinn
rotiert werden.)

Und natiirlich soll der rotierte Vektor r, . berechnet wer-

rot
den.
53



Was in einer Klausur passieren konnte

Eine typische Aufgabenstellung zur Rotation 1st bei-
spielsweise:

Gegeben 1st irgendein Vektor r in der xy-Ebene.

Dieser Vektor soll in der xy-Ebene um irgendeinen Win-
kel a rotiert werden. Und natiirlich soll der rotierte Vek-
tor r,, berechnet werden.

Ganz klar, das kann sehr leicht mit dem doppelten Sand-
wich-Produkt

r,,=mnrnm

54
ausgerechnet werden.



Was in einer Klausur passieren konnte

Ganz klar, das kann sehr leicht mit dem doppelten Sand-
wich-Produkt

r,=mnrnm

ausgerechnet werden.

Man muss dabe1 nur zwei geeignete Reflexionsvektoren
n und m finden, die genau die Hailfte des Rotations-
winkel, also V2a, einschlief3en.

Eine einfache Strategie 1st dann, als ersten Reflexions-
vektor den Basisvektor e; in Richtung der x-Achse zu
nehmen. )9



Was in einer Klausur passieren konnte

Man muss dabel nur zwei geeignete Reflexionsvektoren
n und m finden, die genau die Halfte des Rotations-
winkel, also Y2 a., einschliel3en.

Eine einfache Strategie i1st dann, als ersten Reflexions-
vektor den Basisvektor e; in Richtung der x-Achse zu

nehmen:
n=e,

Dann kann der zweite Reflexionsvektor leicht mit Hilfe
der trigonometrischen Funktionen ausgedriickt werden

als:
m = cos (*2a) e¢; + sin (V2a) e, 56



Die alte Aufgabe ...

Die rote Zahl 1 (siche folgende Folie) wird zuerst an der
Diagonalen des 1. bzw. III Quadranten reflektiert.

Das Spiegelbild der reflektierten Zahl 1 wird danach an
der y-Achse reflektiert.

... hatte also auch ...

57



Die alte Aufgabe hatte also auch so bearbeitet wer-
den konnen:

Die rote Zahl 1 wird zuerst an der x-Achse reflektiert:
n=e,

Das Spiegelbild der reflektierten Zahl 1 wird danach an
der Diagonalen reflektiert:

m = cos (V2 - 90°) e, + sin (V2 - 90°) e,

= cos (45°) e; + sin (45°) e,
1 . 1
— R8T 56
V2 2 o

Werden diese Reflexionsvektoren genutzt ...



Die alte Aufgabe hatte also auch so bearbeitet wer-
den konnen:

Werden die Reflexionsvektoren

n=e,
und
1 1

m=——=e¢ +T—=e
V2l ov2

genutzt, um die rote Zahl 1 der alten Aufgabe zu ro-
tieren, ergibt sich die gleiche Losung wie zuvor (siehe
folgende Folie), denn auch diese beiden Reflexionsvek-
toren modellieren eine Rotation um 90° entgegen dem
Uhrzeigersinn. 59
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Zusammenfassung

Das doppelte Sandwich-Produkt

r,=mnrnm

modelliert die Rotation des Vektors r in der Ebene, die
durch die beiden Reflexionsvektoren n und m aufge-
spannt wird, um das Doppelte des Winkels, den die
beiden Reflexionsvektoren n und m einschlief3en, sofern
n und m Einheitsvektoren sind (also n? = m? = 1 gilt).

61



Verallgemeinerung der Zusammenfassung

Das doppelte Sandwich-Produkt

_ ~1q-1
r,—dcrc 'd

1

= 2d2dcrcd
C

modelliert die Rotation des Vektors r in der Ebene, die
durch die beiden Reflexionsvektoren ¢ und d beliebiger
Lange aufgespannt wird, um das Doppelte des Winkels,
den die beiden Reflexionsvektoren ¢ und d einschlief3en.

62



Kurz und knapp

Das doppeltes Sandwich-Produkt

r,=mnrnm (mitn?=m*=1)

oder
_ 1 q-1
r,=dcrc 'd

beschreibt eine Rotation.
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Zugabe fur Nervensagen

Das doppeltes Sandwich-Produkt

r,=mnrnm (mitn?=m*=1)
oder
_ 1 -1
r,-dcrc 'd

beschreibt eine Rotation.

Mathematiker sind nervig. Immer wollen sie alles be-
weisen. Uberlegen wir uns also als Zugabe, wie wir be-
weisen konnten, dass wir hier keine Reflexion, sondern
eine Rotation haben.

64



Zuerst schauen wir uns noch einmal Reflexionen an

r.=nrn (mit n? =1)

Fur den Winkel y zwischen dem urspringlichen Vektor r
und dem reflektierten Vektor r .. gilt:

1 1

COSY =7 T ®Tr™ 5 12 (rnrn+nrnr)

ref

Und egal, was wir machen, und egal, wie wir umformen,
dieser Winkel y wird immer vom Vektor r (und damit
von seiner Lage) abhangen.

Wir konnen r auf der rechten Gleichungsseite nicht weg-
kiirzen, denn unterschiedliche Vektoren r, und rg5
schlieBen unterschiedliche Winkel mit r und r, . ein.



Und jetzt zu den Rotationen

r,=mnrnm (mitn®>=m?= 1)

Fiir den Winkel o zwischen dem urspriinglichen Vektor

r und dem rotierten Vektor r,, gilt:
1
COS 0= —7 I ® I';y
1
= 5 2 (rmnrnm-+mnrnmr)
r

Wenn wir es schaffen, den Vektor r auf der rechten Glei-
chungsseite wegzukiirzen, dann hiangt der Winkel a
nicht von der Lage des Vektors r ab. Alle Vektoren wer-
den dann um den gleichen Winkel transformiert. Und?
das kann dann nur eine Rotation sein!



Und jetzt zu den Rotationen

Fur den Winkel a zwischen dem urspriinglichen Vektor
r und dem rotierten Vektor r,, gilt:

1

COS 0L = 5 2 (rmnrnm-+mnrnmr)
r

Schauen wir ganz, ganz, ganz genau und ganz, ganz
lange auf diese Formel. Was muss erfiillt sein, damit alle
r auf der rechten Gleichungsseite verschwinden?

67



Und jetzt zu den Rotationen

Fur den Winkel a zwischen dem urspriinglichen Vektor
r und dem rotierten Vektor r,, gilt:

1

COS 0L = 5 2 (rmnrnm-+mnrnmr)
r

Schauen wir ganz, ganz, ganz genau und ganz, ganz
lange auf diese Formel. Was muss erfiillt sein, damit alle
r auf der rechten Gleichungsseite verschwinden?

Also Mathematiker haben ganz, ganz lange auf diese
Formel gestarrt und dann gesagt: Wenn die beiden r in
der Klammer nebeneinander stehen wiirden, dann hitte
wir mit r? ein Skalar, das mit dem r? im Nenner gekiirzf4
werden konnte.



Und jetzt zu den Rotationen

Fur den Winkel a zwischen dem urspriinglichen Vektor
r und dem rotierten Vektor r,, gilt:

1

COS 0L = 5 2 (rmnrnm+mnrnmr)
r

Also Mathematiker haben ganz, ganz lange auf diese
Formel gestarrt und dann gesagt: Wenn die beiden r 1n
der Klammer nebeneinander stehen wiirden, dann hatte
wir mit r? ein Skalar, das mit dem r? im Nenner gekiirzt
werden konnte. Und die beiden r wiirden nebeneinander
stechen, wenn die Reihenfolge der Faktoren m n r umge-

dreht werden konnte in r n m. 0



Und jetzt zu den Rotationen

Fur den Winkel a zwischen dem urspriinglichen Vektor
r und dem rotierten Vektor r,, gilt:

1

COS 0L = 5 2 (rmnrnm-+mnrnmr)
r

Also Mathematiker haben ganz, ganz lange auf diese
Formel gestarrt und dann gesagt: Wenn die beiden r 1n
der Klammer nebeneinander stehen wiirden, dann hatte
wir mit r? ein Skalar, das mit dem r? im Nenner gekiirzt
werden konnte. Und die beiden r wiirden nebeneinander
stechen, wenn die Reihenfolge der Faktoren m n r umge-

dreht werden konnte in r n m (und umgekehrt). 20



Und jetzt zu den Rotationen

Wir versuchen also, das Tripel-Produkt m n r dreier
Vektoren, die alle in einer Ebene liegen, umzuformen:
mnr=(men+tmAan)r

=(men)r+(mAn)r
T

Skalar (deshalb kommutative Multiplikation)

71



Und jetzt zu den Rotationen

Wir versuchen also, das Tripel-Produkt m n r dreier
Vektoren, die alle in einer Ebene liegen, umzuformen:

mnr=(men+tmAan)r
=(men)r+(mAn)r

=r(men)+(mAn)r

symmetrisches anti-symmetrisches
Produkt Produkt
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Und jetzt zu den Rotationen

Wir versuchen also, das Tripel-Produkt m n r dreler
Vektoren, die alle in einer Ebene liegen, umzuformen:
mnr=(men+tmAan)r

=(men)r+(mAn)r

=r(men)+(mAn)r

=r(nem)—-(nAm)r

Bivektor

n Am=(n,mg,—n,m,) e;e,

’ 73



Und jetzt zu den Rotationen

Diese Umrechnung machen wir etwas ausfuhrlicher:

n=n.e; +n e, r=xe, tye,
m=m, e +tm e, = nAm=(n,m —nm,)ee,
Also gilt:

(nAm)r=(n,m —nm,)ee,(xe +ye,)

y

— (nxm o nymx) X €,€,¢4 T (nx Iny o nymx) Yy €,€,6,

y
—X (nxmy o nymx) (_ e161‘32) Ty (nxmy o nymx) (_ ezeleZ)

=—X € (nxmy — nme) €6,—V6 (nxmy _ nymx) €€,

=—(xe; tyey) (n, m,— N m,) €€,

Y 74
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Und jetzt zu den Rotationen

Diese Umrechnung machen wir etwas ausfuhrlicher:

n=n.e n e, r=xe; tye,
m=m, e +tm e, = nAm=(n,m —nm,)ee,
Also gilt:

(mAm)r=—-r (nAm)

Und das setzen wir jetzt in unser Tripel-Produkt ein.
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Und jetzt zu den Rotationen

Wir versuchen also, das Tripel-Produkt m n r dreler

Vektoren, die alle in einer Ebene liegen, umzuformen:

mnr=(men+tmAan)r
=(men)r+(mAn)r
=r(men)+(mAn)r
=r(nem)—-(nAm)r

Bivektor-Multiplikation
(mAmMm)r=-—r (nAm)
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Und jetzt zu den Rotationen

Wir versuchen also, das Tripel-Produkt m n r dreier
Vektoren, die alle in einer Ebene liegen, umzuformen:

mnr=(men+mAaAn)r
=(men)r+(mAn)r
=r(men)+(mAn)r
=r(nem)—-(nAm)r

=r(nem)—(—r (nAm))
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Und jetzt zu den Rotationen

Wir versuchen also, das Tripel-Produkt m n r dreier
Vektoren, die alle in einer Ebene liegen, umzuformen:

mnr=(men+mAaAn)r
=(men)r+(mAn)r
=r(men)+(mAn)r
=r(nem)—-(nAm)r

=r(nem)+r(nAm)
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Und jetzt zu den Rotationen

Wir versuchen also, das Tripel-Produkt m n r dreler

Vektoren, die alle in einer Ebene liegen, umzuformen:

mnr=(men+tmAan)r
=(men)r+(mAn)r
=r(men)+(mAn)r
=r(nem)—-(nAm)r
=r(nem)+r(nAm)

=r(nem-+nAm)
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Und jetzt zu den Rotationen

Wir versuchen also, das Tripel-Produkt m n r dreler

Vektoren, die alle in einer Ebene liegen, umzuformen:

mnr=(men+tmAan)r
=(men)r+(mAn)r
=r(men)+(mAn)r
=r(nem)—-(nAm)r
=r(nem)+r(nAm)
=r(nem-+nAm)

=rnm Endlich!!
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Und jetzt zu den Rotationen

Fur den Winkel a zwischen dem urspriinglichen Vektor
r und dem rotierten Vektor r,, gilt:

1

COS 0L = 5 2 (rmnrnm-+mnrnmr)
r

AulBerdem haben wir endlich

mnr=rnm

und setzen dies ein.
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Und jetzt zu den Rotationen

Fur den Winkel a zwischen dem urspriinglichen Vektor
r und dem rotierten Vektor r,, gilt:

1

COS 0L = 5 2 (rmnrnm-+mnrnmr)
r

AulBerdem haben wir endlich

mnr=rnm

und setzen dies ein.
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Und jetzt zu den Rotationen

Fur den Winkel a zwischen dem urspriinglichen Vektor
r und dem rotierten Vektor r,, gilt:

1

COS 0L = 5 2 (rmnrnm-+mnrnmr)

r
1

= 5 2 (rrnmnm-+mnmnrr)
r
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Und jetzt zu den Rotationen

Fur den Winkel a zwischen dem urspriinglichen Vektor
r und dem rotierten Vektor r,, gilt:

1

COS 0L = 5 2 (rmnrnm-+mnrnmr)

r

1 2 2
= 5 2 (rYnmnm-+mnmnr?)

r
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Und jetzt zu den Rotationen

Fur den Winkel a zwischen dem urspriinglichen Vektor
r und dem rotierten Vektor r,, gilt:

1

COS 0L = 5 2 (rmnrnm-+mnrnmr)

r

1 2 2
= 5 2 (rYnmnm-+mnmnr?)

r

1
=E(nmnm+mnmn)
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Und jetzt zu den Rotationen

Fur den Winkel a zwischen dem urspriinglichen Vektor
r und dem rotierten Vektor r,, gilt:

1

COS 0L = 5 2 (rmnrnm-+mnrnmr)

r

1 2 2
= 5 2 (rYnmnm-+mnmnr?)

r

1
=E(nmnm+mnmn)

= cos o und damit auch der Winkel o hdngen nicht
von der Lage des Vektors r ab, sondern nur von degg
Lage der beiden Reflexionsvektoren n und m.



AuRerdem:

Fur den Winkel a zwischen dem urspriinglichen Vektor
r und dem rotierten Vektor r,, gilt:

1

COS 0L = 5 2 (rmnrnm-+mnrnmr)

r

1 2 2
= 5 2 (rYnmnm-+mnmnr?)

r

1
=E(nmnm+mnmn)

=ne(mMnm)=(nmn)em
87



AuRerdem:

Fur den Winkel a zwischen dem urspriinglichen Vektor

r und dem rotierten Vektor r,, gilt:

cosoo=ne(mnm)=(nmn)em
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AuRerdem:

Fur den Winkel a zwischen dem urspriinglichen Vektor
r und dem rotierten Vektor r,, gilt:

cosoo=ne(mnm)=(nmn)em

/

Der Rotations-
winkel o zwi-
schenrundr,;...

89



AuRerdem:

Fur den Winkel a zwischen dem urspriinglichen Vektor
r und dem rotierten Vektor r,, gilt:

cosoo=ne(mnm)=(nmn)em
Der Rotations-
winkel o zwi-
schenrundr,...

... 1st genauso grof3 ...
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AuRerdem:

Fur den Winkel a zwischen dem urspriinglichen Vektor

r und dem rotierten Vektor r,, gilt:

cosoo=ne(mnm)=(nmn)em
Der Rotations-
winkel o zwi-
schenrundr,...

... 1st genauso grof3 ...

... wie der Winkel zwischen dem Reflexions-
vektor n und dem an der m-Achse gespie-
gelten Vektor n .= m n m.
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AuRerdem:

Fur den Winkel a zwischen dem urspriinglichen Vektor
r und dem rotierten Vektor r,, gilt:

cosoo=ne(mnm)=(nmn)em
Der Rotations-
winkel o zwi-
schenrundr,...

... 1st genauso grof3 ...

... wie der Winkel zwischen dem an der n-Achse
gespiegelten Vektor m, .= n m n und dem Re-)
flexionsvektor m.



AuRerdem:

Fur den Winkel a zwischen dem urspriinglichen Vektor

r und dem rotierten Vektor r,, gilt:

Das 1st genau das Doppelte des
Winkels zwischen den beiden
Reflexionsvektoren n und m.

Winkel zwischen dem Reflexions-
vektor n und dem an der m-Achse gespie-
gelten Vektor n_ .= m n m.

Winkel zwischen dem an der n-Achse
gespiegelten Vektor m = n m n und dem Re-93
flexionsvektor m.



Schlussfolgerung
Der Rotationswinkel a zwischen r und r ., 1st genauso

grof} wie das Doppelte des Winkels zwischen den beiden
Reflexionsvektoren n und m.
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Schlussfolgerung

Der Rotationswinkel a zwischen r und r ., 1st genauso
grof} wie das Doppelte des Winkels zwischen den beiden
Reflexionsvektoren n und m.

Und erneut wiinscht Thnen Earl John Montagu, der 4.
Earl of Sandwich, Member of the House of Lords,
Patriot Whig, British Ambassador to the Dutch Repub-
lic, Postmaster General, First Lord of the Admirality,
Secretary of State for the Northern Department, aus-
dauernder Kartenspieler und namensgebender Erfinder
des hochwohlgeborenen britischen Sandwiches einen

it!
Guten Appetit! 95



Schlussfolgerung
Der Rotationswinkel a zwischen r und r ., 1st genauso
grof} wie das Doppelte des Winkels zwischen den beiden

Reflexionsvektoren n und m.

Vergessen wir alle Titel: Was bleibt, ist ein Sandwich.
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Erganzungsfolien 06:
Der kleine Computer halt Abstand

Mathematik 1 des Bachelor-
Studiengangs Ingenieurinformatik
der HTW Berlin

Corona-Semester Sommer 2020
— Dr. M. Horn — ;






Es geht um den Abstand

Eine erste Corona-App 1st da. Aber vielleicht miissen
Sie als Ingenieurinformatikerin oder Ingenieurinforma-
tiker mal eine verbesserte Version programmieren. Oder
Sie mussen Abstandsdaten, die mit Hilfe dieser oder
einer anderen App gesammelt wurden, auswerten.

Auf jeden Fall miissen Sie dabei Situation wie ...
(... siche folgende Folie ...)

mathematisch verstehen und beschreiben konnen.



Abstand eines Punktes von einer Geraden

Also beispielsweise lauft ein Corona-Superspreader auf
emner Geraden g entlang.

&



Abstand eines Punktes von einer Geraden

Er befindet sich am Punkt P, und lauft in Richtung des
Vektors a.

P,

a



Abstand eines Punktes von einer Geraden

In emiger Entfernung befindet sich eine zweite, gesunde
Person.

P,

©
a N



Abstand eines Punktes von einer Geraden

In emiger Entfernung befindet sich eine zweite, gesunde
Person am Punkt Q.

P, Q

a



Abstand eines Punktes von einer Geraden

Die Frage 1st nun nicht:

g

Wie grof3 1st der senkrechte (also der kiirzeste) Abstand
d dieses Punktes Q von der Geraden g?



Abstand eines Punktes von einer Geraden

Die Frage 1st nun nicht:

Wie grof3 1st der senkrechte (also der kiirzeste) Abstand
d dieses Punktes Q von der Geraden g?



Abstand eines Punktes von einer Geraden

Die Frage 1st nun nicht:

Wie grof3 1st der senkrechte (also der kiirzeste) Abstand
d dieses Punktes Q von der Geraden g?

Das ist eine Lange. Nach dieser Lange soll jetzt nich} 0
gefragt werden ...



Abstand eines Punktes von einer Geraden

Die Frage 1st nun nicht:

Wie grof3 1st der senkrechte (also der kiirzeste) Abstand
d dieses Punktes Q von der Geraden g?

Das 1st eine Lange. Nach dieser Liange (also einer re-
ellen Zahl) soll jetzt nicht gefragt werden ...



Abstand eines Punktes von einer Geraden

Die Frage 1st nun nicht:

Wie grof3 1st der senkrechte (also der kiirzeste) Abstand
d dieses Punktes Q von der Geraden g?

Das ist eine Lange. Nach dieser Lange soll jetzt nich} P
gefragt werden, denn die Antwort kennen Sie schon.



Abstand eines Punktes von einer Geraden

Die Frage 1st nun nicht:

Die (altmodische) Formel zur Berechnung des Abstands
d hatte ich Thnen ja schon in einer der Vorlesungsfolien

angegeben. 13



Abstand eines Punktes von einer Geraden

Wenn wir uns ein Koordinatensystem denken ...

14



Abstand eines Punktes von einer Geraden

Wenn wir uns ein Koordinatensystem denken und dort
die entsprechenden Ortsvektoren eintragen ...
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Abstand eines Punktes von einer Geraden

Wenn wir uns ein Koordinatensystem denken und dort
die entsprechenden Orts- bzw. Differenzvektoren eintra-

y Py ro—r, Q
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Abstand eines Punktes von einer Geraden

Wenn wir uns ein Koordinatensystem denken und dort
die entsprechenden Orts- bzw. Differenzvektoren eintra-
gen und dann ganz altmodische Spaltenvektoren verwen-

y Pl FQ_Fl Q den ...

17



Abstand eines Punktes von einer Geraden

Wenn wir uns ein Koordinatensystem denken und dort
die entsprechenden Orts- bzw. Differenzvektoren eintra-
gen und dann ganz altmodische Spaltenvektoren verwen-
den, dann kann der der reellwertige, kiirzeste Abstand d
zwischen dem Punkt Q und der Geraden g der Geraden-
gleichung F(k) = r; + A 4 mit Hilfe der Formel

_ |5) X (FQ _Fl)l
Et

d

berechnet werden.

18



Abstand eines Punktes von einer Geraden

Wenn wir uns ein Koordinatensystem denken und dort
die entsprechenden Orts- bzw. Differenzvektoren eintra-
gen und dann ganz altmodische Spaltenvektoren verwen-
den, dann kann der der reellwertige, kiirzeste Abstand d
zwischen dem Punkt Q und der Geraden g der Geraden-
gleichung F(k) = r; + A 4 mit Hilfe der Formel

_ |5) X (FQ _Fl)l
Et

d

berechnet werden.

Diese Formel i1st hochst altmodisch, denn in thr wird dag 9
komische Kreuzprodukt (Vektorprodukt) verwendet.



Abstand eines Punktes von einer Geraden

Diese altmodische Formel habe ich tibrigens ganz ein-
fach aus der (wirklich sehr guten) Formelsammlung

Lothar Papula: Mathematische Formelsamm-
lung fur Ingenieure und Naturwissenschaftler.
12. Auflage mit uber 400 Abbildungen, zahi-
reichen Rechenbeispielen und einer ausfuhrli-

chen Integraltafel. Springer Vieweg / Springer
Fachmedien, Wiesbaden 2017

abgeschrieben.
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Abstand eines Punktes von einer Geraden

Diese altmodische Formel habe ich tibrigens ganz ein-
fach aus der (wirklich sehr guten) Formelsammlung

Lothar Papula: Mathematische Formelsamm-
lung fur Ingenieure und Naturwissenschaftler.
12. Auflage mit uber 400 Abbildungen, zahi-
reichen Rechenbeispielen und einer ausfuhrli-
chen Integraltafel. Springer Vieweg / Springer
Fachmedien, Wiesbaden 2017

abgeschrieben.

Dort findet sich die Formel auf S. 58 im Abschnitt 4.2.3.2 7



Abstand eines Punktes von einer Geraden

Also: Die Frage ist nun nicht:

Wie grof3 1st der senkrechte (also der kiirzeste) Abstand
d dieses Punktes Q von der Geraden g?

22



Abstand eines Punktes von einer Geraden

Stattdessen lautet unsere Frage nun:

Wie lautet der Abstandsvektor d zwischen der Geraden g
und dem Punkt Q?

23



Abstand eines Punktes von einer Geraden

Hier suchen wir also nicht lediglich eine Lange d (nor-
mal gedruckt), sondern einen Abstandsvektor d, der des-
halb fett gedruckt 1st.

P, Q

Wie lautet der Abstandsvektor d zwischen der Geraden g
und dem Punkt Q?

24



Abstand eines Punktes von einer Geraden

Hier suchen wir also nicht lediglich eine Lange d (nor-
mal gedruckt), sondern einen Abstandsvektor d, der des-
halb fett gedruckt 1st.

Dieser Vektor d enthilt dann sowohl Informationen zur

Linge d =+Vd? wie auch zur Richtung. Wir wissen also
mehr, wenn wir d anstelle von lediglich d ausrechnen.

Wie lautet der Abstandsvektor d zwischen der Geraden g
und dem Punkt QQ?

25



Abstand eines Punktes von einer Geraden

Hier suchen wir also nicht lediglich eine Lange d (nor-
mal gedruckt), sondern einen Abstandsvektor d, der des-
halb fett gedruckt 1st.

Und um diesen Abstandsvektor d berechnen zu konnen,
miissen wir eigentlich nichts anderes tun, als die kon-
ventionelle, altmodische Formel

_ |§ X (FQ _Fl)l
El

d

in die Mathematik des kleinen Computers zu tibersetzen.
26



Der kleine, doofe Computer ist ganz modern

Diese Mathematik des kleinen, behdabigen Computers
ist viel moderner als die Mathematik des Kreuzprodukts
a X (fq — r'y) im Zahler der Formel fiir d, weil wir ja wis-
sen:

Das aullere Produkt zweier Vektoren ist kein neuer,
weiterer Vektor wie beim altmodischen Kreuzprodukt X,
sondern ein Bivektor und damit ein zweidimensionales,
orientiertes Flachenstiick — der orientierte Flacheninhalt
eines Parallelogramms.

27



Der kleine, doofe Computer ist ganz modern

Diese Mathematik des kleinen, behdabigen Computers
ist viel moderner als die Mathematik des Kreuzprodukts
a X (fq — r'y) im Zahler der Formel fiir d, weil wir ja wis-
sen:

Das aullere Produkt zweier Vektoren ist kein neuer,
weiterer Vektor wie beim altmodischen Kreuzprodukt X,
sondern ein Bivektor und damit ein zweidimensionales,
orientiertes Flachenstiick — der orientierte Flacheninhalt
eines Parallelogramms.

Das 1st modern, weil die geometrische Interpretation als
Flachenelement Sinn macht. 28



Der kleine, doofe Computer ist ganz modern

Diese Mathematik des kleinen, behdabigen Computers
ist viel moderner als die Mathematik des Kreuzprodukts
a X (fq — r'y) im Zahler der Formel fiir d, weil wir ja wis-
sen:

Das aullere Produkt zweier Vektoren ist kein neuer,
weiterer Vektor wie beim altmodischen Kreuzprodukt X,
sondern ein Bivektor und damit ein zweidimensionales,
orientiertes Flachenstiick — der orientierte Flacheninhalt
eines Parallelogramms.

Das 1st modern, weil die geometrische Interpretation als
Flachenelement Sinn macht — und besonders weil ... 29
... siche ganz hinten 1n diesen Erganzungsfolien



Abstand eines Punktes von einer Geraden

Wir betrachten also die Parallelogramme, die von den
Vektoren 1n unserer Skizze aufgespannt werden:

y Py ro—r, Q
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Abstand eines Punktes von einer Geraden

Wir betrachten also die Parallelogramme, die von den
Vektoren 1n unserer Skizze aufgespannt werden:

31



Abstand eines Punktes von einer Geraden

Erstes Parallelogramm:

32



Abstand eines Punktes von einer Geraden

Erstes Parallelogramm:

Py ro—r, Q

Orientierte Flache: A=a A (ro—r)

33



Abstand eines Punktes von einer Geraden

Und das zweites Parallelogramm ...

Py ro—r, Q
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Abstand eines Punktes von einer Geraden

Und das zweites Parallelogramm 1st ein Rechteck:

Py ro—r, Q

35



Abstand eines Punktes von einer Geraden

Und das zweites Parallelogramm 1st ein Rechteck:

Py ro—r, Q

Orientierte Flache: A=aAnd=ad J0



Flachengleichheit

Da der Flacheninhalt und damit beide orientierten Fla-
chen 1dentisch sind ...

37



Flachengleichheit

Da der Flacheninhalt und damit beide orientierten Fla-

chen 1dentisch sind ... /

also jewelils die Bivektor-Anteile
der Geometrischen Produkte
1dentisch sind ...

38



Flachengleichheit

Da der Flacheninhalt und damit beide orientierten Fla-
chen 1dentisch sind, gilt:

A=ad=an(ro—r))

39



Flachengleichheit

Da der Flacheninhalt und damit beide orientierten Fla-
chen 1dentisch sind, gilt:

A=ad=an(ro—r))

Fiir den Abstandsvektor d zwischen der Geraden g und
dem Punkt Q gilt somit:

a'lad=a'(an(rg—r))

1
= dz?a(a/\(rQ—rl))

40



Zusammenfassung

Wie lautet der Abstandsvektor d zwischen der Geraden g
und dem Punkt Q?

P, Q

Ergebnis: d= o2 2 (an (ro— r))

41



Beispielaufgabe

Ein Corona-Superspreader bewegt sich auf der Geraden
ro,=22,5me; +9350me,+A(2,4me;— 1,8 me,)

Berechnen Sie den Abstandsvektor d zwischen dieser
Geraden und einer Person, die sich am Punkt

ro="750 me; +400 m e,

befindet.

42



Beispielaufgabe — Losungsansatz

Es sind somit die folgenden Groflen gegeben:

Ortsvektoren der beiden Personen:
r,=225me; +9350me,
1'Q=75()me1+4()0me2

Richtungsvektor der Geraden:

a=24me;—1,8me,

43



Beispielaufgabe — Losungsansatz

Es sind somit die folgenden Groflen gegeben:

Ortsvektoren der beiden Personen:
r,=225me; +9350me,
1'Q=75()me1+4()0me2

Richtungsvektor der Geraden:

a=24me;—1,8me,

Der Differenzvektor berechnet sich deshalb zu:
ro—r; =(750-22,5) me; + (400-935,0) m e244
=727,5me;—535me,



Beispielaufgabe — Losungsansatz

Es sind somit die folgenden Groflen gegeben:

Ortsvektoren der beiden Personen:
r,=225me; +9350me,
1'Q=75()me1+4()0me2

Richtungsvektor der Geraden:

a=24me;—1,8me,

Und das Quadrat des Richtungsvektors betragt:

a2=(2,4me,— 1,8 me,)’

= 9.0 m?

45



Beispielaufgabe — Losungsansatz

Bekannte GroBlen: r,=22,5me; +935,0me,
ro="750me; +400 m e,
= To-I;=7275me —-535me,
a=24me —1,8me,

= a?=9,0m?
Gesuchte Grolie: d=?
1

Losungsformel: d= >z 2 (an (rg— r))

46



Beispielaufgabe — Losungsweg

Bekannte GroBlen: r,=22,5me; +935,0me,
ro="750me; +400 m e,
= To-I;=7275me —-535me,
a=24me —1,8me,

= a?=9,0m?

Berechnung des dufleren Produkts:
an(ro—r)
=(24me;—1,8mey) A(727,5me; —535me,)
=2,4-(-535) m?e;e,— 1,8-727,5 m* e,e,

=25,5m? e,e,

47



Beispielaufgabe — Losungsweg

Einsetzen in die Losungsformel:

1
d-La@nirg-r)
"9 01m2 (2,4me;—1,8me,) (25,5 m? ee,)
1

= 90 m2 (61,2me,+459me,)
m

>

=5,lme;+6,8me,

48



Beispielaufgabe — Losungsweg

Einsetzen in die Losungsformel:

1
d-La@nirg-r)
"9 01m2 (2,4me;—1,8me,) (25,5 m? ee,)
1

= 90 m2 (61,2me,+459me,)
m

>

=5,lme;+6,8me,

— Der Abstandsvektor d zwischen der Geraden des
Corona-Superspreaders und der zweiten Person be-

o 49
tragt: d=51me, +68me,



Beispielaufgabe des kleinen Computers
Natirlich kann die Beispielaufgabe

Ein Corona-Superspreader bewegt sich auf der Geraden
ro,=22,5me; +9350me, + A (2,4me; — 1,8 me,)

Berechnen Sie den Abstandsvektor d zwischen dieser
Geraden und einer Person, die sich am Punkt

ro="750 me, +400 me,
befindet.

auch in die Mathematik des kleinen Computers iibersetzt
werden. Er rechnet ja nur mit (2 x 2)-Matrizen. Was an5()
deres kann er nicht.



Beispielaufgabe des kleinen Computers

Wir missen dann alles, aber wirklich auch alles, 1n die
Mathematik der (2 x 2)-Matrizen ubersetzen. Fur andere
mathematische Objekte wurde er nicht programmiert.

51



Beispielaufgabe des kleinen Computers

Wir missen dann alles, aber wirklich auch alles, 1n die
Mathematik der (2 x 2)-Matrizen ubersetzen. Fur andere
mathematische Objekte wurde er nicht programmiert.

Selbst die physikalischen Einheiten — da sie mathema-
tisch formal als Faktoren gedeutet werden — sind dann
nichts anderes als (2 x 2)-Matrizen und missen fett ge-
druckt werden:

750m = (730 7(5)0) (]f(][)l r?l)
_ (750 m 0 )
0 750 m
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Beispielaufgabe des kleinen Computers

Wir missen dann alles, aber wirklich auch alles, 1n die
Mathematik der (2 x 2)-Matrizen ubersetzen. Fur andere
mathematische Objekte wurde er nicht programmiert.

Selbst die physikalischen Einheiten — da sie mathema-
tisch formal als Faktoren gedeutet werden — sind dann
nichts anderes als (2 x 2)-Matrizen und missen fett ge-
druckt werden. Beziechungsweise gilt mit Basisvektor:

750mel:(7(5)0 7(5)0) (I(I)l I(I)l) ((1) —2)
(0™ om0 1)

N (758 " —75?0 m)

53



Beispielaufgabe des kleinen Computers

Die Beispielaufgabe lautet dann: Ein Corona-Super-
spreader bewegt sich auf der Geraden

ro,=22,5me; +935,0me, +A (2,4 me; — 1,8 me,)

:(22,5m+K2,4m 935,0m—k1,8m)
9350m—A1,8m —-225m—A24m

Berechnen Sie den Abstandsvektor d zwischen dieser
Geraden und einer Person, die sich am Punkt

750m 400 m)
400m —750m

befindet. 54

rQ=750mel+400mez=(



Beispielaufgabe des kleinen Computers

Es sind somit die folgenden Groflen gegeben:

Ortsvektoren der beiden Personen:

22,5 m 935 m)
935m —22,5m

750m 400 m)
400m —-750m

r1=22,5me1+935,0me2=(
rQ=750me1+400me2=(

Richtungsvektor der Geraden:

24m —-1,8 m)

a=2,4mel—1,8mez=(_18rr1 o 4m
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Beispielaufgabe des kleinen Computers

Der Differenzvektor berechnet sich in der Mathematik
des klemnen Computers zu:

ro—r; = (750 m e¢; + 400 m e,) — (22,5 m e; + 935,0 m e,)

_ (750 m  400m)_ (22,5 m 935 m)

- \400m -750m 935m —22,5m

_ ( 727,5m —535,0 m)
—5350m —727,5m

=727,5me; —535,0 m e,
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Beispielaufgabe des kleinen Computers

Und das Quadrat des Richtungsvektors betragt fiir den
klemnen Computer:

a’=(24me,— 1,8me,)’

:( 2,4m —1,8m)2

—1,8m —2,4m
(a/m)’ 24  —1.8
- 1,8 -24

24 —1.8 9.0 0 90 0
— ( ) 57
- 1,8 —-24 0 9,0




Beispielaufgabe des kleinen Computers

Und das Quadrat des Richtungsvektors betragt fiir den
klemnen Computer:

a’=(24me,— 1,8me,)’

:( 2,4m —1,8m)2

—1,8m —2,4m
_ (9,0 m? 0 )
0 9,0 m?
=90 m?
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Beispielaufgabe des kleinen Computers

Zusammenstellung der bekannten Grol3en:

22,5m 935 m)
935m —-22,5m

750 m 400 m)
400m —-750m

727,5m —535,0 m)
—5350m —727,5m
24m —1,8 m)
—1,8m —2,4m
9,0 m? 0 )

0 9,0 m?

r1=22,5mel+935,0me2=(
rQ=750me1+400me2=(
rQ—r1=727,5me1—535,0me2=(
a =2,4me1—1,8me2=(

a’=9,0m?* = (
59



Beispielaufgabe des kleinen Computers

Zusammenstellung der bekannten Grol3en:

22,5m 935 m)
935m —-22,5m

750 m 400 m)
400m —750m

727,5m —535,0 m)
—5350m —727,5m

r1=22,5mel+935,0me2=(
rQ=750me1+400me2=(

ro—r;=727,5me; —335,0 me, = (

bzw. 2.4 18
a 24 1,8 - 9m  9m
22 9m Sl 9m 2| 18 24

9m 9m
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Losungsansatz des kleinen Computers

Gesuchte Grolie: d="?
1

Losungsformel: d= 2z 8 (an (ro— r))

=2 (an(rg-r1)
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Losungsansatz des kleinen Computers
Gesuchte GroBe: d=7?
Losungsformel: d= % (an(rg—r))
Berechnung des dufleren Produkts:
an(ro—ry)
=24me;—1,8me,) A (727,5m e;— 535 m e,)

:( 2,4 m —1,8m) (727,5m —535,0m)
—18m -24m/) " \=5350m -727.5m
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Losungsansatz des kleinen Computers

AuBeres Produkt:
( 2,4 —1,8) ( 727,5 —535,0):
1,8 -24)"\-5350 -7275
727,5 —535.0
—535,0 —727,5

24 —1.8 2709,0 25,5
-1,8 —-24 —25,5 2709,0

(2709,0 25,5)
—25,5 2709,0



Losungsansatz des kleinen Computers

AuBeres Produkt:
( 2,4 —1,8) ( 727,5 —535,0):
1,8 -24)"\-5350 -7275
7275 —535.0 24 18
—535,0 —727,5 -1,8 —-24

24 —1.8 | 27090 25,5  727,5 —535,0(2709,0 —25.5

-1,8 —-24 —25,5 2709,0 -535,0 -727,5| 25,5 2709,0
(2709,0 25,5) (2709,0 —25,5)
—25,5 2709,0 25,5 27090



Losungsansatz des kleinen Computers

AuBeres Produkt:

(2,4 —1,8) (727,5 —535.0
—18 —-24)"\=5350 —7275

—25,5 2709,0

2

:1( 0 51,0)
2 \-51,0 0
2

)

25,5 2709,0

1 ((2709,0 25,5) (7 25,5

)
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Losungsansatz des kleinen Computers

AuBeres Produkt mit Einheiten:
an(ro—ry)
=24me;—1,8me,) A (727,5m e;— 535 m e,)

:( 2,4 m —1,8m) (727,5m 5350 m
~18m -24m)" \=5350m -727.5m

. ( 0 255 mz)
—25,5 m? 0

= 25,5m’ e,e,

)
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Losungsansatz des kleinen Computers

Einsetzen in die Losungsformel:

dZ%(a/\(rQ—rl))

2,4 1,8
[ om  9m (

1,8 2,4

" 9m  9m
~(51m 6,8m
_(6,8m —5,1m)

=5,1lme; +6,8me,

0
—25,5 m?

25,5 m?
0

)
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Losungsansatz des kleinen Computers

Einsetzen in die Losungsformel:

dZ%(a/\(rQ—rl))

B (5,1 m 6,8 m)
6,8m —5,1m

=5,1me; +6,8me,

— Der Abstandsvektor d zwischen der Geraden des
Corona-Superspreaders und der zweiten Person be-

tragt:
18 d=51me;+638me, 68



Vergleich mit der altmodischen Formel

dz%(a/\(rQ—rl))

a=24me;—1,8me,

ro—r, =727,5me;—535,0 m e,

[ x (g —F)
El

2,4 m
a=|-1,8m
0

727,5 m
FQ—F]_ — —535,0m

0

d
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Vergleich mit der altmodischen Formel

dz%(a/\(rQ—rl))

a=24me;—1,8me,

ro—r, =727,5me;—535,0 m e,

an(ro—ry) =235 m’ e,e,

[ x (g —F)
El

2,4 m
a= (—1,8 m)
0
727,5 m
Iq—Trp = (—535,0 m)

0

0
255 m

70
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Vergleich mit der altmodischen Formel

dz%(a/\(rQ—rl))

a=24me;—1,8me,

ro—r, =727,5me;—535,0 m e,

an(ro—ry) =235 m’ e,e,

[ x (g —F)
El

2,4 m
a=|-1,8m
0

727,5 m
FQ—F]_ — —535,0m

0

0
255 m

d

Bis hierhin sieht alles noch recht d4hnlich aus. 71



Vergleich mit der altmodischen Formel

Es sieht aber nur so aus ...

In Wahrheit sehen wir hier eine konzeptuelle Katastro-
phe vor uns: Beim Kreuzprodukt wird ein Flachenstiick
nicht als Flache dargestellt, sondern durch eine Normale
(also einen Vektor, der senkrecht zur betrachteten Flache
steht) reprasentiert.

0
an(r,—r)=255m’ee, z_ix(f‘QFl):( 0 2)
255 m

Bis hierhin sieht alles noch recht d4hnlich aus. 7



Vergleich mit der altmodischen Formel

Es sieht aber nur so aus ...

In Wahrheit sehen wir hier eine konzeptuelle Katastro-
phe vor uns: Beim Kreuzprodukt wird ein Flachenstiick
nicht als Flache dargestellt, sondern durch eine Normale
(also einen Vektor, der senkrecht zur betrachteten Flache
steht) reprasentiert.

Das funktioniert nur in einem dreidimensionalen Raum.

0
an(r,—r)=255m’ee, z_ix(f‘QFl):( 0 2)
255 m
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Vergleich mit der altmodischen Formel

Es sieht aber nur so aus ...

In Wahrheit sehen wir hier eine konzeptuelle Katastro-
phe vor uns: Beim Kreuzprodukt wird ein Flachenstiick
nicht als Flache dargestellt, sondern durch eine Normale
(also einen Vektor, der senkrecht zur betrachteten Flache
steht) reprasentiert.

Das funktioniert nur in einem dreidimensionalen Raum.

In einem zweidimensionalen Raum existiert keine Senk-
rechte. Und in hoher-dimensionalen Raumen existieren
unendlich viele verschiedene senkrechte Vektoren ZW, ,
einer Flache.



Deshalb konnten wir zu Beginn schreiben:
Der kleine, doofe Computer ist ganz modern

Diese Mathematik des kleinen, behdabigen Computers
ist viel moderner als die Mathematik des Kreuzprodukts
a X (fq — r'y) im Zahler der Formel fiir d, weil wir ja wis-
sen:

Das aullere Produkt zweier Vektoren ist kein neuer,
weiterer Vektor wie beim altmodischen Kreuzprodukt X,
sondern ein Bivektor und damit ein zweidimensionales,
orientiertes Flachenstiick — der orientierte Flacheninhalt
eines Parallelogramms.

Das 1st modern, weil die geometrische Interpretation als
Flachenelement Sinn macht — und besonders weil ... 75



Der kleine, doofe Computer ist ganz modern

Diese Mathematik des kleinen, behdabigen Computers
ist viel moderner als die Mathematik des Kreuzprodukts,
well die geometrische Interpretation als Flachenelement
Sinn macht — und besonders weil ...

... die Formel des kleinen Computers immer und tiberall
gilt, egal wie viele Dimensionen ein Raum hat.
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Der kleine, doofe Computer ist ganz modern

Diese Mathematik des kleinen, behdabigen Computers
ist viel moderner als die Mathematik des Kreuzprodukts,
well die geometrische Interpretation als Flachenelement
Sinn macht — und besonders weil ...

... die Formel des kleinen Computers immer und tiberall
gilt, egal wie viele Dimensionen ein Raum hat.

Die altmodische Kreuzprodukt-Formel gilt nur 1im Spe-
zialfall dreidimensionaler Raume.
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Der kleine, doofe Computer ist ganz modern

Diese Mathematik des kleinen, behdabigen Computers
ist viel moderner als die Mathematik des Kreuzprodukts,
well die geometrische Interpretation als Flachenelement
Sinn macht — und besonders weil ...

... die Formel des kleinen Computers immer und tiberall
gilt, egal wie viele Dimensionen ein Raum hat.

Die altmodische Kreuzprodukt-Formel gilt nur 1im Spe-
zialfall dreidimensionaler Raume. In allen anderen
Fillen 1st die Kreuzprodukt-Formel nutzlos und
unbrauchbar. 78



Bitte merken:

Die altmodische Kreuzprodukt-Formel gilt nur im Spe-
zialfall dreidimensionaler Raume. In allen anderen
Fallen 1st die Kreuzprodukt-Formel nutzlos und un-

brauchbar.
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Der kleine, doofe Computer ist ganz modern

Die altmodische Kreuzprodukt-Formel gilt nur im Spe-
zialfall dreidimensionaler Raume. In allen anderen
Fallen 1st die Kreuzprodukt-Formel nutzlos und un-
brauchbar. Trotzdem konnen wir hier mit ihr noch
schnell den Betrag des Abstands d ausrechnen:

B [d x (To —T1)| 25,5 m?
|a] 3m

d

=8,9m
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Der kleine, doofe Computer ist ganz modern

Die altmodische Kreuzprodukt-Formel gilt nur im Spe-
zialfall dreidimensionaler Raume. In allen anderen
Fallen 1st die Kreuzprodukt-Formel nutzlos und un-
brauchbar. Trotzdem konnen wir hier mit ihr noch
schnell den Betrag des Abstands d ausrechnen:

B [d x (To —T1)| 25,5 m?
|a] 3m

d

=8,9m

Aber das konnen wir mit Hilfe der Mathematik des
klemnen Computers natiirlich auch:

dzx/? 81



Der kleine, doofe Computer ist ganz modern

Wir berechnen zum Schluss deshalb, nur so als Probe:

d’= (5,1 me; +6,8m e,)*=72,25m?

d=vd? =./72,25m2=8,5m
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Der kleine, doofe Computer ist ganz modern

Wir berechnen zum Schluss deshalb, nur so als Probe:

d’= (5,1 me; +6,8m e,)*=72,25m?

d=vd? =./72,25m2=8,5m

— Der Betrag des kiirzesten (senkrechten) Abstands
der Geraden des Corona-Superspreaders zur zweiten
Person betragt 8,5 m.
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Der kleine, doofe Computer ist ganz modern

Und der kleine Computer berechnet zum Schluss, nur so
als Probe:

d’= (5,1 me, + 6,8 m e,)’

_ (5,1 m 68 m)z

6,8m —51m
5,1 6.8
6,8 - 5.1

5,1 6,8 72.25 0
6,8 —5,1 0 72,25 84




Der kleine, doofe Computer ist ganz modern

Und der kleine Computer berechnet zum Schluss, nur so
als Probe:

d’= (5,1 me, + 6,8 m e,)’

_ (5,1 m 68 m)2
6,8m —51m

_ (72,25 m? 0 )
0 72,25 m?

= 72,25 m*
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Der kleine, doofe Computer ist ganz modern

Und der kleine Computer berechnet zum Schluss, nur so
als Probe:

d’= (5,1 me, + 6,8 m e,)’

_ (5,1 m 68 m)2
6,8m —51m

_ (72,25 m? 0 )
0 72,25 m?

= 72,25 m*

= |d| =vd?
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Der kleine, doofe Computer ist ganz modern

Und der kleine Computer berechnet zum Schluss, nur so
als Probe:

72,25 m? 0
d2=( ' )=72,25 2
0 72,25 m2 m
- |d| =+/d?2
(/72,25 m? 0
0 V72,25 m?
~(8,5m 0 B
_( 0 8,5m)_8’5m o



Der kleine, doofe Computer ist ganz modern

Und der kleine Computer berechnet zum Schluss, nur so
als Probe:

d2 _ (72,25 m2 0

_ 2
0 7225 mz) =72,25m

_Jaz_(85m 0 ):
— |d| \/d7 (0 85m 8,5m

Und da die Probe gelungen i1st, machen wir hier endgiil-
tig Schluss fiir heute.
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Erganzungsfolien 07
Albert Einstein bringt immer alles
durcheinander

Mathematik 1 des Bachelor-
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Zurich — ETH — Mathematik-Vorlesung

Der junge Albert Einstein und die junge Mileva Maric
sitzen 1n der Mathematik-Vorlesung von Prof. Min-
kowski und werfen sich verstohlen Blicke zu.

Doch wiahrend Mileva eifrig mitschreibt, scheint Albert
mehr an seiner Nachbarin als an den mathematischen
Ausfiihrungen von Prof. Minkowski interessiert.

Prof. Minkowski setzt an:

,,Wir haben hier jetzt die (2 x 2)-Matrizen mit reellen
Elementen a,;, a,,, a,; und a,, ...*
3



Zurich — ETH — Mathematik-Vorlesung

Und Mileva schreibt:
,,Quadratische (2 x 2)-Matrizen (

Alle a;; sind reell...*

di1 a12)
dz1 dp»2

Und Albert kramt einen Zettel aus der Hosentasche und
schreibt:

,,Mein liebes Doxerl, mein liebes Miezchen!
Se1 herzlich dafiir gekiisst und verdriickt, grad so, wie
Du‘s mochtest und wies Dir gehort.

Und Prof. Minkowski redet weiter ... 4



Zurich — ETH — Mathematik-Vorlesung

Und Prof. Minkowski redet weiter und fahrt fort:

,,und diese Matrizen lassen sich zerlegen in, ahm,
zerlegen 1n einen Skalar und 4hm, 4hm, einen Bivektor,
auch einen Vektoranteil. Ach was, das 1st einfach eine
Linearkombination aus dem allen.. .

Und Mileva schreibt:

,,Linerkombination aus ...

Aber da wird sie von Albert unterbrochen, der ihr den

Zettel zusteckt. Sie liest thn und wird ganz rot. p



Zurich — ETH — Mathematik-Vorlesung

Wahrenddessen erklart Prof. Minkowski weiter:

,,Der Basisskalar 1st (hier 1st Mileva etwas abgelenkt und
Albert hort sowieso nicht zu.) Und dann haben wir
zwel Basisvektoren und einen Basis-Bivektor, warten
Sie, das schreibe ich mal an die Tafel...

Und Mileva kichert und versucht, mitzuschreiben:

,,] Basisskalar, 2 Basisvektoren, 1 Basis-Bivektor!*

Und Albert holt schon einen weiteren Zettel aus der

Hosentasche und schreibt: p



Zurich — ETH — Mathematik-Vorlesung

Und Albert schreibt:

,,Mein geliebtes Schatzchen! Am Sonntag kiiss® ich Dich
miindlich! Und wirst Du mir ein kleines Heiligtum
sein. So eine herrliche Partie hast Du noch nicht ge-
macht, dies verspreche ich Dir jetzt schon und wenns
auch Katzen hagelt.. .

Und Prof. Minkowski schreibt die vier Basisvektoren an
die Tafel. Und Mileva schreibt ab:

,,Basisskalar: (é (1)) Basisvektoren: (é _(1)) _ o«
7

Und da wird sie auch schon wieder von Albert abgelenkt,



Zurich — ETH — Mathematik-Vorlesung

Und da wird sie auch schon wieder von Albert abgelenkt,
der 1hr den zweiten Zettel zuschiebt.

Mileva liest thn und lacht laut auf. Das gefallt Prof.
Minkowski aber gar nicht. Streng schaut er nach oben,
die Horsaal-Rethen hoch und brummt:

,,51¢ schon wieder, Einstein! Nur Augen fiir die Frauen.
Man konnt® ja denken, Sie sind ein fauler Hund. Aber
das sag‘ ich Thnen jetzt nicht, sondern nur dem Born,
der erzahlt das sicher nicht weiter.*

Und da 1st die Vorlesung auch schon zu Ende. 8



Zurich — ETH — Mathematik-Vorlesung

Leider war das nur die verkiirzte Version der Mathe-
matik-Vorlesung von Prof. Minkowski in Ziirich. Was
genau Prof. Minkowski von seinem Studenten Einstein
gehalten hat, kann beispielsweise in der Einstein-Bio-
graphie

Johannes Wickert: Albert Einstein (rowohlts
monographien, Band 162). Rowohlt Taschen-
buch Verlag, Reinbek bei Hamburg 1972

auf S. 14 (oder einer der zahlreichen anderen Einstein-
Biographien) nachgelesen werden.
9



Zurich — ETH — Mathematik-Vorlesung

Ob Prof. Minkowski den jungen Albert Einstein wirklich
als ,,faulen Hund* bezeichnet hat, 1st nicht ganz Kklar.
Auf jeden Fall hat Einstein die Vorlesungen recht oft
geschwanzt, und Prof. Minkowski bezeichnete 1thn des-
halb als ,,Faulpelz*.

Daraus wurde in der englischen Ubersetzung ,.lazy dog,
das dann wohl wieder ins Deutsche zuriickiibersetzt den
,.faulen Hund* ergab, der sich beispielsweise in ...

(Der spiatere Nobelpreistrager Max Born war damals

ubrigens Assistent von Minkowski.) 10



Zurich — ETH — Mathematik-Vorlesung

Daraus wurde in der englischen Ubersetzung ,.lazy dog,
das dann wohl weiter erst ins Finnische und dann zuriick
ins Deutsche iibersetzt den ,.faulen Hund“ ergab, der
sich beispielsweise in

Jukka Maalampi: Die Weltlinie. Albert Einstein
und die moderne Physik. Aus dem Finnischen

ubersetzt von Manfred Stern, Springer-Verlag,
Berlin, Heidelberg 2008

auf S. 65 findet.

11



Zurich — ETH — Mathematik-Vorlesung

Gar nicht faul war Einstein allerdings 1m Schreiben von
Liebesbriefen. Diese Briefe fiillen ganze Biicher:

Albert Einstein, Mileva Mari¢: Am Sonntag
kuss‘ ich Dich mundlich. Die Liebesbriefe 1897
— 1903, herausgegeben von Jurgen Renn & Ro-
bert Schulmann. Piper-Verlag, Munchen 1994.

Da wundert es nicht, dass Einstein in Ziirich keine Zeit
hatte, die Vorlesungen zu besuchen.

12



Zurich — abends
In 1threr Studentenbude schauen sich Albert und Mileva

abends die (leider unvollstandigen) Mitschriften der
Mathematik-Vorlesung durch:

13



Zurich — abends

In 1hrer Studentenbude schauen sich Albert und Mileva
abends die (leider unvollstandigen) Mitschriften der
Mathematik-Vorlesung durch:

,,Quadratische (2 x 2)-Matrizen (

Alle a; sind reell.

dq1 a12)
dz1 dz2

Linearkombination aus

1 Basisskalar, 2 Basisvektoren, 1 Basis-Bivektor!

Basisskalar: ((1) (1)) Basisvektoren: ((1) _2) o«
14



Zurich — abends

,,Na, viel hat der olle Minkowski heute ja nicht
gemacht.. ., mosert Albert, ,,da fehlt ja die Halfte!*

,, Vielleicht stand da noch mehr an der Tafel,* entgegnet
Mileva, ,,aber Deine Zetterl haben halt etwas vom
Abschreiben abgelenkt.. .

Und sie wird rot: ,,Jetzt aber zum Mindlichen, was Du
versprochen hast.“

Doch Albert murrt: ,,Da stehen nur zwe1 Matrizen, ...

15



Zurich — abends

Doch Albert murrt: ,,Da stehen nur zwe1 Matrizen, es
miussten aber doch vier sein ... ein Basisskalar, zwei
Basisvektoren und ein Basis-Bivektor, das gibt doch
vier. Das miissten doch auch die versnobten Mathe-
matiker sehen.*

,,Ja, da standen vier an der Tafel — — Die anderen zwei
konnte 1ch aber nicht so schnell abschreiben, wo doch
der Minkowski zu Schimpfen angefangen hat,* meint
Mileva, ,,aber ich hab‘ sie mir im Kopf gemerkt!*

16



Zurich — abends

Das interessiert den Albert nun doch sehr: ,,Und wie
sahen die anderen beiden (2 x 2)-Matrizen denn aus?

Und Mileva versucht, sich zu erinnern.: ,,Also die bei-
den Matrizen, die ich aufgeschrieben hab®, hatten ja

nur Eintragungen auf der Hauptdiagonalen: ((1) (1))

war der Basisskalar, das 1st ja klar. Und dann gibt es

da den einen Basisvektor ((1) _(1)) Und bei den an-

deren beiden Matrizen gab es nur Eintragungen auf
der Nebendiagonalen. Die sahen dann wohl irgend-

wie so aus, Moment, ich hab‘s gleich, so wie ... 17



Zurich — abends

Und jetzt erinnert sich Mileva ganz genau: ,,Ja, die
0 1) ‘

sahen so aus: ((1) (1)) und (_1 0

Albert freut sich: ,.Das also sind der fehlende Basis-
vektor und der fehlende Basis-Bivektor. Sehr schon!“

Doch Mileva 1st noch nicht zufrieden: ,,Ich weild nur
nicht mehr so genau, welche Matrix von den beiden
nun der Basisvektor und welche der Basis-Bivektor
1st.*

18



Zurich — abends

Doch das kimmert Albert nicht sonderlich: ,,Ach, das ist
doch kein Problem. Beim dem einen Basisvektor haben
wir doch ein Minuszeichen drin. Da 1st doch klar, dass
der andere Basisvektor auch die Matrix mit dem einen
Minuszeichen sein muss.*

Mileva: ,,Also (_(1) (1))?“

Albert: ,,Klar, am besten, ich schreib® das alles mal
auf ...*

Und er notiert: ... 19



Zurich — abends

Und Albert notiert:

— Basisskalar

— Basisvektor

— noch emn Basisvektor

20



Zurich — abends

Und Albert notiert:
((1) (1)) =1 — Basisskalar
((1) _2) =€ — Basisvektor
(_2 (1)) =€ — noch ein Basisvektor

Doch Mileva unterbricht thn und wundert sich: ,.e,,
warum e-Null? Ich glaube, der Minkowski hatte da
einen anderen Namen.*

21



Zurich — abends

Doch dem Albert 1st das egal: ,,Aber Doxerl, mein liebes
Mietzechen, das macht doch nichts. Namen sind mir
schnurzpiepwurschtegal. Hauptsache, der Minkowski
verwendet keine griechischen Buchstaben, irgendwel-
che Gammas, ... y oder so. Das liberlassen wir am
besten exzentrischen Briten mit franzésischen Na-

(14

men.

Doch Mileva ist nicht zufrieden: ,,Aber e-Null? Warum
die Null?*

Doch da ist Albert konsequent: ,,Be1 mir fangen alle

. . . . 22
Zahlen immer und immer wieder bei Null an!*



Zurich — abends

Doch da 1st Albert konsequent und auch zielstrebig:
,,und das passt ja dann auch zum Bivektor, den konnten
wir doch dann ausrechnen ...

Mileva: ,,Ja, das hat Prof. Minkowski auch gemacht,
gerade dann, als Du Deine Zetterl geschrieben hast.*

Albert: ,,Ist ja auch kein Problem. Jeder Basis-Bivektor
1st doch einfach das Produkt aus zwe1 Basisvektoren.
Und da wir nur zwe1 Basisvektoren haben, miissen wir
die beiden einfach nur multiplizieren. Das wire dann,
also das wiren dann e, mal e, also als Matrizenmul-

. . . oo (14 23
tiplikation wéren das dann e,e,, also ...



Zurich — abends

Doch rechnen, das kann Mileva viel besser als Albert.

Und das macht sie auch gleich: ,,Warte mal, im Falk-

schen Schema 1st e;e, = ( 0

ganz einfach ...

Und sie schreibt:

0
—1

) (

0 1
-1 0

0 1

— 1 0

1 0 0 1
0 -1 1 0

) doch

24



Zurich — abends

Albert: ,,Perfekt! Also entspricht die vierte Matrix, die
Du Dir gemerkt hast, tatsichlich unserem Basis-Bi-
vektor.*

Mileva: ,,Ja, das Produkt zeigt es eindeutig: e, e, ist in
Matrizenform:

(1 0 0 1
ele"_(o —1) (—1 o)
(0 1
_(1 o)
Also 1st das unser fehlender Basis-Bivektor.*
25



Zurich — abends

Und Albert erginzt seine Ubersicht:

((1) 2) =1 —> Basisskalar

((1) _2) — € — Basisvektor

(—2 (1)) — € — noch ein Basisvektor
((1) (1)) = €16 — Basis-Bivektor

26



Zurich — abends

Und Albert erginzt seine Ubersicht:

((1) 2) =1 —> Basisskalar

((1) _2) — € — Basisvektor

(—2 (1)) — € — noch ein Basisvektor
((1) (1)) = €16 — Basis-Bivektor

Und jetzt haben Mileva und Albert endlich Zeit, sich um
das Miindliche zu kiimmern. 27



Zurich — am nachsten Morgen

Am nichsten Morgen, Busserl, Schatzerl, Busserl, und
Albert fragt: ,,Und was machen wir heute, ganz ohne
die Mathe-Vorlesung von King Kowski?7??

Mileva: ,,Ach, sei doch nicht so modern. Englisch reden
die doch erst in hundert Jahren!*

Albert: ,,Dann also was altertimlich Romantisches! Die
alten Griechen! Nehmen wir doch den Pythagoras und
den Euklid und probieren den mit King Kowskis Ma-
trizen aus!“

28



Zurich — am nachsten Morgen

Mileva: ,,Und wie soll das gehen? Pythagoras und
Euklid mit den Matrizen vom Minkowski zusam-
menzubringen?

Albert: ,,Na im Internet, da habe ich ...

Mileva: . Internet, was 1st das?*

Albert: ,,Ah, pardon, im Internat, da habe ich ...
Mileva: ,,Aber du warst doch gar nicht im Internat!*

Albert: ,,Ach Schatzerl, lenk® doch jetzt nicht ab!* 27



Zurich — am nachsten Morgen

Albert: ,,Ach Schatzerl, lenk® doch jetzt nicht ab! Wir
nehmen einfach das folgende Dreieck ...

c=atb=5e¢,+4e

>
a=4e,

b=35e¢,

... und rechnen damit den Pythagoras nach — mit den
Basisvektoren, die wir gestern abend aufgeschrieben

haben!“

30



Zurich — am nachsten Morgen

Mileva: ,,Also die e;-Richtung, die zeigt nach rechts,

so wie beil einer x-Achse.“

c=a+tb=35¢,+4e¢

>
a=4e,

b=35e¢,

Albert: ,,Ja, und die die e,-Richtung, die zeigt nach
oben. Irgendwohin muss sie ja zeigen.

31



Zurich — am nachsten Morgen

Mileva: ,,Na das 1st dann doch einfach. Da miissen wir
doch einfach nur quadrieren!*

c=at+tb=5e¢,+t4e b=5e,

>
a=4e,

Und schon rechnet Mileva los ...

32



Und schon rechnet Mileva

Seiten- a=4e¢;= (g _2)
vektoren: 0 &

b=5e,=(_. °)

4 5

c=5e0+4e1=(_5 4

)

33



Und schon rechnet Mileva

Seiten- a=4e¢;= (g _2)
vektoren: 0 &
b=5e,=(_ " o)
c=5¢,+4e =(_§ _i)
a’ 4 0
0 -4

34



Und schon rechnet Mileva

Seiten- a=4e¢;= (
vektoren:
b=5e=

c=5e0+4e1=(

4

0
0
—5
4
—5

-5 0 0 -25

)
)
5
—4

= b2=(

)

a’=16=(

—25
0

=—25

16 0
0 16

25)

)

35



Und schon rechnet Mileva

Seiten- a=4e1=(:)L _2)
vektoren: 0 &
b=5e,=(_. °)
c=5e0+4e1=(_§ _i
¢’ 4 5
-5 -4
4 5 -9 0
-5 -4 0O -9

36



Und schon rechnet Mileva

Seiten- a=4e¢;= (g _2)
vektoren: 0 &
b=5e,= (_5 o)
4 5

c=5e0+4e1=(_5 4

Mileva: ,,Sieht doch gut aus!*

2’ =16= "¢
b2 =-25=("
) oo

37



Und schon rechnet Mileva

Seiten- a=4e¢;= (4 O) a2 =16 = (16 (é)

vektoren: 0 0 _Lé . 0_ Zé 0
b=Se,=(_. o) b=-25=("7" _ )
c=5e0+4e1=(_§ _i) c2=—9=(_8 _g)

Mileva: ,,Sieht doch gut aus!*
Albert: ,,Und vor allem passt alles!*

Mileva: ,,Ja, der Pythagoras stimmt! Es gilt wieder ...*

38



Der relativistische Pythagoras

Seiten-  a=de,=(; ) a=16=('0 %)

vektoren: 0 0 _Lé . 0_ ) é 0 0
b=Se,=(_. o) b=-25=("7" _ )
c=5e0+4e1=(_§ _i) c2=—9=(_8 _g)

Mileva: ,,Ja, der Pythagoras stimmt! Es gilt wieder:
a’+b*=16-25

=_9

39



Der relativistische Pythagoras

Seiten-  a=de,=(; ) a=16=('0 %)

vektoren: 0 0 _Lé . 0_ ) é 0 0
b=Se,=(_. o) b=-25=("7" _ )
c=5e0+4e1=(_§ _i) cz=—9=(_8 _g)

Mileva: ,,Ja, der Pythagoras stimmt! Es gilt wieder:

a’+b>=16-25= -9=¢’ “
Albert: , Nur eins ist komisch.

Mileva: ,,Hmm, ja, seltsam, manche Quadrate sind ne-

gativ!* 40



Der relativistische Pythagoras

Mileva: ,,Obwohl der Pythagoras ganz klar stimmt!
Es gilt auf jeden Fall wieder:

a’+b’=16-25=-9=¢’ “

Albert: ., Komisch 1st es trotzdem. Und das hat der
Minkowski wirklich so an der Tafel gehabt?*

Mileva: ,,So genau erinner® ich mich da nicht mehr.
Das kann 1ch nicht so hundertprozentig sagen, ob es
ganz genau so an der Tafel stand.*

Albert: ,.Da haben wir doch hier tatsdchlich einen Basis-
vektor, der positiv quadriert, nimlich e12 =1 ... 41



Der relativistische Pythagoras

Mileva: ,,... und einen anderen Basisvektor, der negativ
quadriert, nimlich e,” = — 1.

Und sie uiberpriift das schnell:

e, 1 0 €y’ 0 1
0 -1 —1 0

1 0 1 0 0 1 —1 0
0 -1 0 1 —1 0 0 -1
42



Der relativistische Pythagoras

Mileva: ,.Klar wie Klof3briihe, mathematisch nahtlos
bewiesen: e,°=1 und e,”=—1 stimmen.“

Albert: ,,Und deshalb haben wir hier ein ganz komisches
rechtwinkliges Dreleck.*

Mileva: ,,Wir haben hier ein Dreieck, be1 dem die Hypo-
tenuse kurzer 1st als die beiden Katheten!*

Albert: ,.Ja, a> = 16. Der Kathetenvektor a ist damit
4 reelle Seiteneinheiten lang.
Und der Kathetenvektor b ist wegen b* = — 25 jetzt
5 imaginare Seiteneinheiten lang.* 13



Der relativistische Pythagoras

Und Albert wiederholt: ,,a> = 16. Der Kathetenvektor a
1st damit 4 reelle Seiteneinheiten lang.
Und der Kathetenvektor b ist wegen b* = — 25 jetzt
5 imagindre Seiteneinheiten lang.

Mileva: ,,Aber beim Hypotenusenvektor kam ¢*=—9
raus. Das heilt, er 1st nur 3 1maginire Seiteneinheiten
lang. Und das 1st viel kiirzer als be1 den anderen Seiten.*

Albert: ., Viel, viel kiirzer!*

Mileva: ,,Und viel, viel seltsamer als beim Minkowski
an der Tafel. Vielleicht sollten wie es ithm mal zeigen?“4 4



Der relativistische Pythagoras

Albert: ,.Dem alten Kauz? Wenn wir das dem Minkowski
zeigen, wird der doch gleich wieder so mystisch wie
ein alter Grieche. Der Minkowski schwafelt doch so-
wieso dauernd vom ollen Platon und seinem Hohlen-
gleichnis.*

Mileva: ,,Ja, erst neulich als Du mir wieder Briefchen
geschrieben hast, hat er losgenuschelt: Der Platon in
seiner Hohle, der sieht die Welt nicht, sondern nur
die Schatten der Welt da draul3en vor der Hohle.*

Das geféllt dem Albert und er fangt an, den Minkowski
nachzumachen, sehr pathetisch nachzuahmen ... 45



Der relativistische Pythagoras

Das gefallt dem Albert und er fangt an, den Minkowski

nachzumachen, sehr pathetisch nachzuahmen : M. H.!
Emm Haahhh! Meine Herren! Thre Tendenz 1st eine
radiakle! Und eine phanomenale! Von Stund® an sollen
alle vollig zu Schatten herabsinken! Werden wir dem
Schatten winken!*

Hier winkt Albert jetzt ganz pathetisch (und Mileva
lacht): ,,Nur noch eine Art Union — wer weill das schon —
soll Selbstandigkeit bewahren und wir werden nach Coln
fahren! Und eine prastabilisierte Harmonie, die kommet

weder heute noch nie!*
46

Und jetzt kann Mileva kaum noch authoren zu lachen!



Der relativistische Pythagoras

Und jetzt kann Mileva kaum noch authoren zu lachen und

sie schnappt nach Luft: ,,Ja, ah, ah, lass uns unsere, ah,
ah, komischen Matrizen mal dem Minkowski zeigen.
Mal schauen, was er so sagt!“

Albert: ,,Und ich sag‘ Dir was: der Minkowski wird
wirklich so eine Rede halten. Und alle werden sie an-
dachtig anhoren und abdrucken in vielen, vielen Bii-
chern. Und 1n dieser Rede wird der Minkowski sagen,
dass der Einstein nicht nur Kartoffeln schalt, sondern
wahre Kerne schilt. Doxerl, hast du mich schon mal

Kerne schélten gesehen?
47



Der relativistische Pythagoras

Einstein hat naturlich recht. Die Rede von Minkowski
kann man nachlesen 1n:

Hendrik Antoon Lorentz, Albert Einstein, Her-
mann Minkowski: Das Relativitatsprinzip. Eine
Sammlung von Abhandlungen. Verlag von B. G.
Teubner, Leipzig, Berlin 1913.

Dort 1st die Rede auf den Seiten 56 — 68 abgedruckt.
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Der relativistische Pythagoras

Und weil die Rede vom Prof. Minkowski wirklich, wirk-
lich lustig 1st (aber keiner hat gelacht damals, alle haben
nur andachtig gelauscht und hinterher ganz toll ge-
klatscht), wurde sie tatsachlich ganz oft nachgedruckt,
beispielsweise relativ neu 1n:

Wolfgang Trageser (Hrsg.): Das Relativitatsprin-
zip. Eine Sammlung von Originalarbeiten zur Re-
lativitatstheorie Einsteins. 2. Auflage, Springer
Spektrum / Springer Nature 2018.
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Zurich — nachmittags

Am Nachmittag gehen Albert und Mileva dann wirklich
zu Prof. Minkowski an die ETH und zeigen ihm ihre
Rechnungen.

Doch Prof. Minkowski hat keine Zeit (Besprechungen,
lauter Besprechungen, herrje!) und meint nur: ,,Soso, der
Einstein und die Mari¢, jetzt drehen Sie mal Ihr Dreieck
um 30° und rechnen dann alles noch mal nach. Uf
Wiiderlugge, drrr Herr, uf Wuderlugge, die Dame!*

Und schon 1st Minkowski weg und setzt sich in seine

siebte Besprechung am heutigen Tag. 50



Zurich — wieder zuhause bei Albert und Mileva

Zurick 1n 1hrer Studentenbude fangen Albert und
Mileva gleich an zu rechnen.

Albert: ,,Also als erstes drehen wir unser Dreieck
um 30°. Das Dreieck sah ja so aus ...

c=at+tb=35¢,+4e¢ b=5e,

>
a:4el 57



Zurich — wieder zuhause bei Albert und Mileva

Und Mileva meint: ,, Wir brauchen also die trigonome-
trischen Funktionen:

1 1
cos 30° = > \/§ sin 30° = >

Aus dem alten a =4 e, wird also der neue Seitenvek-
tor a,, =2¢e,+2V3e"

aneu=2e0+2\/§e1

>

Warning: Do not believe in red arrows!



Zurich — wieder zuhause bei Albert und Mileva

Und Albert erganzt: ,,Mit
1 1
cos 30° = > \/§ sin 30° = >

wird aus dem alten b =35 e, dann der neue Seitenvek-

tor b,.,=2,5vV3 e,—2,5¢,“
A

r J—
b,..=25vV3e—25e\ |P=5¢

53

Warning: Do not believe in red arrows!



Zurich — wieder zuhause bei Albert und Mileva

Mileva: ,,Und der neue Seitenvektor ¢, 1st dann ein-
< (14
fach die Summe aus a_,, und b,

Und sie rechnet: ¢, ,,= a,., * Dpey
=2e,+2V3e, +2,5V3¢e,—2,5e¢,
=(2+25vV3)e,+(-2,5+2V3) e,

T bneu (\

c=a+b

54

Warning: Do not believe in red arrows!



Zurich — wieder zuhause bei Albert und Mileva

Albert: ,,Und setzt man dann alles zusammen, sieht das so

(14

aus ...

neu _ 9Aneu

35



Zurich — wieder zuhause bei Albert und Mileva

Albert: ,,Und setzt man dann alles zusammen, sieht das so

(14

aus ...

b..=25V3e —-25¢e,

aneu=2e0+2\/§e1

'66

Mileva: ,,Na, dann rechnen wir mal wieder los
56



Und schon rechnet Mileva

Seiten- 5 _2¢ 42 \/§e1=(2‘/§ 2 )

vektoren: —2 —2\/§
—25 2543
b..=25vV3e—25¢e, = ’ ’
0 ! (—2,5\/§ 25 )

Cneu:(2+295\/§)e0+(_295+2\/§) €
_ (—2,5 +2V3 2+ 2,5\/§>
—2—-25V3 25-23
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Und schon rechnet Mileva

Seiten- a .. = 2 e, +9 \/§ e, = (2\/§ 2 )

vektoren: —2 =243
»_o_(8 0
— Aneu 3 (O 8)
aneu2 2ﬁ 2
~2  -2/3
24/3 2 8 0
~2 —2J3| 0 8

58



Und schon rechnet Mileva

—25
—2.5V3

—12,5 0 )
0 —12,5

Seiten- =253 e,—2,5¢, = (
vektoren:

= b u2=—12,5=(

ne

b ..~ ~-2.5 2,53
~2.5V3 2.5

~25 25J/3 | -125 0
~25V3 25 0 12,5

2,5

2,5\/§>

59



Und schon rechnet Mileva

Seiten- Cneu - (2 + 295 \/5) e() T (_ 295 + 2 \/§) €
vektoren: _ <—2,5 +2V3 2+ 2,5\/§)

—4.5 — 203 0 )
0 —45 — 203

cneu2 - 2,5+ 2\/§ 2+ 2,5\/§
~2-25V3  2,5-23

— cneu2 =—4,5- 20\/§ — (

~2,5+2V/3 2+25V3 | -4,5-20V3 0
~2-25V3  2,5-2V3 0 -4,5-20V3,




Und schon rechnet Mileva

Seitenvektoren: a . =2e,+2V3 e
b..,=25V3e,—25e¢,
Creu — (2 T 295\/5 ) €o T (_ 295 T 2\/5) ¢

Quadrate:
» o (8 O
Aneu 8 = (O 8)
bneu2 - 1295 — (_102,5 _102 5)

Courl = — 45— 2073 = (_4'5 ~20V3 0 )

0 —4.5 — 2043
61



Und schon rechnet Mileva

Seitenvektoren: a . =2e,+2V3 e
b..,=25V3e,—25e¢,
Creu — (2 T 295\/5 ) €o T (_ 295 T 2\/5) ¢

Quadrate:
v’ e (8 0
Aneu 8 = (O 8)
Do’ =~ 12,5= (_102'5 1 5)
Coa’ = =45~ 20V3 5 (_4’5 ?) e 4.5 : 20\/5)

Und Albert mosert: ,,Da hast Du Dich doch sicher ver- 62
rechnet. Die Summen stimmen doch nicht!“



Und schon rechnet Mileva

Seitenvektoren: a . =2e,+2V3 e
b..,=25V3e,—25e¢,
Creu — (2 T 295\/5 ) €o T (_ 295 T 2\/5) ¢

Quadrate:
» o (8 O
Aneu 8 = (O 8)
bneu2 - 1295 = (_102,5 _102 5)
Coa’ = =45~ 20V3 5 (_4’5 ?) e 4.5 : 20\/5)

Und auch Mileva ist zerknirscht: ,.Ja, a > + b, > gibt 63
jetzt nicht mehr ¢ ,,°.“



Und jetzt rechnet Albert

Albert: .. Ich rechne das am Besten mal nach. Bei den
Basisvektoren haben wir doch immer eine Anti-
Kommutativitat, da sie senkrecht zueinander stehen:

€1€0 =~ — €&
Und auflerdem kennen wir deren seltsame Normierung:
e,,=—1 und e’=1

Damit kann man doch alles leicht nachrechnen.
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Und jetzt rechnet Albert

Seitenvektoren: a . =2e,+2V3 e
b..,=25V3e,—25e¢,

Creu — (2 T 295\/5 ) €o T (_ 295 T 2\/5) ¢
Quadrate:

ey’ = (2 € T 2V3 &)’
=4e)’+4V3 epe; t4V3 ejeyt 12 ¢/’
=4 (—1)+4+/3 eje; — 43 ege; + 12 (1)
=—4+12=8

Albert: ,,Das i1st tatsachlich Dein Ergebnis! Es ist voll 45
und ganz richtig!“



Und jetzt rechnet Albert

Seitenvektoren: a . =2e,+2V3 e
b..,=25V3e,—25e¢,

Creu — (2 T 295\/5 ) €o T (_ 295 T 2\/5) ¢
Quadrate:
b, =(2,5V3 e —2,5¢,)’

= 18,75 ¢,> + 6,253 e,e; + 6,253 e,e, + 6,25 e,
= 18,75 (- 1) + 6,253 eye, — 6,25V3 eje; + 6,25 (1)
=_18,75+ 6,25 =—12,5

Albert: ,,Auch Dein zweites Ergebnis 1st richtig! Kon- ¢4
gratulationen!!*



Und jetzt rechnet Albert

Seitenvektoren: a . =2e,+2V3 e
b..,=25V3e,—25e¢,

C ooy =(2+25vV3)e,+(—2,5+23) ¢
Quadrate:
Coew = (2+2,5V3) ey +(-2,5+2V3) ¢))’

= (4 +10/3 + 18,75) e,> + (6,25 — 103 + 12) ¢,
=-4-10v/3 - 18,75+ 6,25 - 10/3 + 12
=_4,5-20+/3

Albert: ,,Sapperlott, auch das drittte Ergebnis 1st richtig! 67
Da haben wir jetzt aber ein Problem!*



Zusammenfassung

. 2
Quadrate: a_, =38

b.2=-125
... .=—45-203

n

Mileva: ,,Ja, ein gewaltiges Problem: Der Satz des
Pythagoras gilt auf einmal nicht mehr! Denn wir
haben ja:

a *+b *=8-125=-45+-45-20V3=c,,’

Unser ¢, ist zu klein. Da sind 20 mal Wurzel drei

zu wenig da!
68



Zusammenfassung

Albert: ,.Der Satz des Pythagoras gilt auf einmal nicht
mehr? Doxerl, mein Doxerl, du bist genial!“

Mileva: ,,Weil ich sage, dass der Satz des Pythagoras
falsch 1st?“

Albert: ,,Aber das hast Du doch gar nicht gesagt! Du
sagtest, der Satz des Pythagoras gilt nicht mehr! Das
1st etwas ganz andres! Der Satz des Pythagoras gilt
nicht deshalb nicht mehr, weil er falsch 1st.
Sondern er gilt nicht mehr, weil seine Voraussetzungen
nicht erfiillt sind!“
69



Der Satz des Pythagoras gilt nicht mehr!

Mileva: ,,Welche Vorraussetzungen denn?*

Albert: ,,Na der Pythagoras gilt doch nur fir recht-
winklige Dreiecke. Das 1st die Voraussetzung fiir
a” + b” = ¢°. Und dann ist halt unser Dreieck eben

nicht rechtwinklig.*

Mileva: ,,Aber wir haben es doch rechtwinklig ge-
zeichnet. Es sieht doch rechtwinklig aus! Und zwar
so sieht es aus ...

Und sie zeigt noch einmal auf die Skizze von vorhin.
70



Der Satz des Pythagoras gilt nicht mehr!

Mileva: ,,Hier rechts, das 1st doch ganz eindeutig ein
rechter Winkel!*

b..=25vV3e,—25e¢,

neu:a +b

neu neu

Und mit dem Finger zeigt Mileva ganz genau hier hin!
71



Der Satz des Pythagoras gilt nicht mehr!

Albert: ,,Aber vielleicht 1st das hier ja gar kein rechter
Winkel!*

b..=25vV3e,—25e¢,

neu:a +b

neu neu

Und mit dem Finger zeigt Albert ganz genau hier hin!
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Der Satz des Pythagoras gilt nicht mehr!

Mileva: ,,Aber 1ch sehe doch, dass das ganz genau ein
rechter Winkel 1st!*

b..=25vV3e,—25e¢,

neu:a +b

neu neu

Und mit dem Finger zeigt Mileva ganz genau hier hin!
73



Der Satz des Pythagoras gilt nicht mehr!

Albert: ,,Aber vielleicht kann man am Aussehen gar nicht
erkennen, ob das hier ein rechter Winkel 1st. Vielleicht
sollten wir es ausrechnen?*

b..=25vV3e,—25e¢,

neu:a +b

neu neu

Und mit dem Finger zeigt Albert ganz genau hier hin!
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Der Satz des Pythagoras gilt nicht mehr!

Mileva: ,,Und wie willst Du denn ausrechnen, ob das
hier ein rechter Winkel 1st?*

b..=25vV3e,—25e¢,

neu:a +b

neu neu

Und mit dem Finger zeigt Mileva ganz genau hier hin!
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Der Satz des Pythagoras gilt nicht mehr!

Albert: ,,Na ganz einfach: Einen rechten Winkel haben
wir doch immer dann, wenn das innere Produkt der
beiden Vektoren, die den Winkel einschlieBen, genau
Null 1st.*

Mileva: ,,Hmm, und das dullere Produkt 1st dann ge-
naus so grof3 wie das Geometrische Produkt?*

Albert: ,,Ja, genau! Wie be1 einem Rechteck! Da ist
das Produkt a b der beiden Seitenvektoren gleich der
orientierten Flache A =a A b =a b. Und das innere
Produkt der beiden Steinvektoren a ¢ b = () 1st bei
einem Rechteck immer Null!*
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Der Satz des Pythagoras gilt!

Mileva: ,,Also bei unserem ersten Dreieck kann man das
ja ganz leicht sehen. Das Produkt der beiden Vektoren

_ (4 0 _ (0 e
a—4e1—(O _4) undb—SeO—(_5 O) ist ja...
ab 0 5 ba 4 0
-5 0 0 -4
4 0 0 20 0 0 —20
0 -4 | 20 0 -5 —20 0
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Der Satz des Pythagoras gilt!

Mileva: ,,Also bei unserem ersten Dreieck kann man das
ja ganz leicht sehen. Das Produkt der beiden Vektoren

a=4e1=(gL _2) undb=5e0=(_g O) ist ja
jeztab=(0 20) una a=( O ~20)
Und deshalb ist das innere Produkt:
1
aObZE(abera)
_ 1 ( 0 20 — 20)
2 \20—20 0
= (O O) =0 Hier stimmt also alles! 78
0O O

Das 1st ein rechter Winkel.“



Der Satz des Pythagoras gilt? Oder etwa nicht?

Albert: ,,Und wie sieht es mit unseren neuen Seiten-
vektoren

243 2
a =2e,+2V3 e =
neu 0 1 (_2 _2\/§>
—25 253
b =25v3e,—2,5€e = ’ ’
neu 0 1 (_2’5\/5 2,5 )

aus?*

Und wieder muss Mileva rechnen!
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Wieder muss Mileva rechnen

Seiten-

243 2
kt c A, —2€ +2\/3e=( )

vektoren 0 . i _2\/§

—2 2
Doew = 2,5 V3 €y —2,5 ¢, = (_2’5’\55 ';\5/§>
Aeu Pneu ~-25  25V3 Also:
aneu bneu
23 2 =—10V3 +20 e,e,
2v3 2 ~10v3 20 _ <_10\/§ 20 )
) _ 2\/§ 20 B 10\/§ 20 —8100\/§




Wieder muss Mileva rechnen

Seiten-

2V 3 2
ktoren: Qpe, =2 € +2\/3e=( )

vektoren 0 1 0 93

—25 2543
b..=25vV3e—25¢e, = ’ ’
0 ! (—2,5\/§ 25 )
bneu aneu 2\/-§ 2 AISO:
b a

_2 _2\/§ neu neu

-2,5  2,5V3 |-10vV3 20 :<—1o\/§ —zo)

253 25 ~20 —10V3 —20 _8110\/5




Wieder muss Mileva rechnen

Zwischenergebnisse:

Apen bneu - 10\/5 +20 €€~ (

bneu Areu ~ — 10\/5 - 20 €1€0 — (

—10v/3
20

—10v/3
—20

20
—10v3

—20 )
—10V3
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Wieder muss Mileva rechnen

Zwischenergebnisse:
—10v/3 20
a b, =—10v3+20e,e, =
neu -~ neu 1%0 ( 20 _10\/§>
—10v3 =20
b.a. =-10V3-20e.e, =
neu “neu 1%0 ( _20 _10\/?)

Inneres Produkt:

1 1(-20v3 0 )
*b .= T (a,eu Preu T Preu Anew) = =
neu 2 ( neu neu neu ) 2 ( 0 _2 0 \/§

_(—10v3 0 \_
_< 0 —10\/§> 10v3

a

neu
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Und jetzt staunt sie!

Mileva: ,, Tatsachlich, das innere Produkt 1st nicht Null!
Oder habe ich etwa einen Fehler gemacht?“

Albert: ,,Nein, da 1st alles richtig, denn man hatte ja auch
aneu ¢ bneu - E (aneu bneu + bneu aneu)
1
= (e, +2vV3e)(2,5V3e,—25¢)
+(2,5V3 e —-2,5¢) (2¢,+2V3 ¢))
1
=2 10+/3 + 20 e,e, — 10+/3 — 20 e,e,)

=—-10+/3 rechnen konnen. Da kommt das 84
Gleiche raus!



Und jetzt staunt sie!

Mileva: ,,Dann 1st das innere Produkt 1st nicht Null.
Albert: ,,Und das Dreieck ist nicht rechtwinklig ...*

Mileva: ,,Obwohl es so aussieht!*

Albert: ,,Aber es sieht nur so aus, mein Godel-Knodel!
Wenn wir ein rechtwinkliges Dreieck zeichnen, zeich-
nen wir kein rechtwinkliges Dreleck! Dafiir will 1ich
aber mal den Nobelpreis bekommen.*

'66

Mileva: ,,Pustekuchen! Den gibst Du schon mir

85



Der verallgemeinerte relativistische Pythagoras

Albert: ,,Klar, kannst‘e haben! Aber wenn das recht-
winklig gezeichnete Dreieck nun gar nicht rechtwinklig
1st, dann miisste doch der Verallgemeinerte Satz des
Pythagoras gelten, der fiir alle Dreiecke gilt.*

Mileva: ,,Kein Problem, die Formel kennen wir ja ...
a’+b*+2aeb=¢’

Albert: ,.Be1l unserem ersten relativistischen Dreieck 1st
das ja trivial, weil‘s wirklich rechtwinklig 1st:

a°=16 b’=-25 aeb=0 c*=-9

Passt alles nahtlos und wie angenaht: 16 — 25 + 0 = — 90



Der verallgemeinerte relativistische Pythagoras

Mileva: ,,Und beil unserem zweiten Dreieck nehmen
wir jetzt die neuen Seitenvektorenquadrate und
Seitenvektorenprodukte ...

2 2 _ 2
Aen T bneu + 2 Ahen ® bneu —C

Albert: ,,Und das 1st jetzt ja genauso trivial, weil‘s eben

nicht rechtwinklig ist:  a_.°=8

neu

b..~=-12,5
dneu @ bneu - 10\/5

Coor = —4,5-20+3

n

87



Der verallgemeinerte relativistische Pythagoras

Mileva: ,,Ja, mein Schneiderlein von Ulm. Da passt jetzt
auf emnmal auch alles nahtlos und wie angeniht. ..

aIlell2 —|— bneu2 —I_ 2 aneu ¢ bneu
=8-12,5+2 (- 10V3)

= _4,5-203

'66

Der Verallgemeinerte Satz des Pythagoras gilt wirklich
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Der verallgemeinerte relativistische Pythagoras

Mileva: ,,Ja, mein Schneiderlein von Ulm. Da passt jetzt
auf emnmal auch alles nahtlos und wie angeniht. ..

aneuz T bneu2 ™ 2 aneu ¢ bneu
=8-12,5+2 (- 10V3)
- —4,5-203
Der Verallgemeinerte Satz des Pythagoras gilt wirklich!*

Albert: ,,Perfekt! Das zeigen wir jetzt aber dem Min- g9
kowski!“



Zurich — ETH — vor dem Buro von Prof. Minkowski

Und schon zerrt Albert seine Mileva zur ETH. Dort
angekommen laufen Sie einem erschopftem Minkowski
tber den Weg, der gerade aus seiner 13. Sitzung schliirft.

Minkowski: ,,Herrje, noch eine Priifungsordnung, herrje,
und noch eine Studienordnung, konnen die denn nicht
mal Home-Schooling einfihren und Home-Priifing,
so dass ich hier meine Ruhe hab“!*

Und er murrt weiter: ,,Und Home-Learning und Home-
Eating, die Mensa sollte man auch schlie3en! Das
macht mein Blinddarm ja nicht mehr lange mit.*
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Zurich — ETH — vor dem Buro von Prof. Minkowski

Und nun sieht Prof. Minkowski auch noch Albert und
Mileva auf thn zukommen.

Minkowski: ,,Oh Gott, jetzt auch noch diese zwei
Vollpfosten. Die haben mir gerade noch gefehlt! Gibt‘s
denn nicht irgendwo einen blauen Knopf, Herrje,
und 1irgendeinen Kasten, in den die dann starren
konnen, anstatt mir hier hinterher zu rennen!*

'66

Albert: ,,Herr Professor, Herr Professor

Minkowski: ,,Ohh mein Gott. War‘ ich doch mal 1n
Konigsberg geblieben. Da beim alten Kant schlagt o,
keiner meine Zeit kaputt!“



Zurich — ETH — vor dem Buro von Prof. Minkowski

Bevor der Minkowski Professor in Zirich wurde, hatte
er namlich emne Professur in Konigsberg. Aber dann
dreht er sich doch erschopft und gleichzeitig auch
unendlich gnadig um und begrifit Albert und Mileva:
,,Meine Dame, mein Herr, womit kann ich dienen?*

Ganz aufgeregt zeigt Albert seine Rechnungen: ,,Hier,
wir haben das Dreieck um 30° gedreht, und jetzt 1st
es nicht mehr rechtwinklig!*

Und Mileva erginzt: ,,Aber der Verallgemeinerte Satz

des Pythagoras, der gilt noch!* 97



Zurich — ETH — vor dem Buro von Prof. Minkowski

Richtig stolz sind Albert und Mileva auf ihre Rech-
nungen. SchlieBlich haben sie ja gerade zum ersten Mal
emn echtes, hochgradig relativistisches Dreieck ausge-
rechnet!

Doch Prof. Minkowski antwortet nur trocken, als er die
Rechnungen sieht: ,,Einstein, Einstein, Sie haben mal

O ¢¢

wieder nix kapiert. Das 1st doch keine Drehung um 30°.

Und dann holt er seinen dicken, ganz dicken roten Stift
raus und schreibt auf die Blatter:

Warning: Do not believe In red arrows!93



Zurich — ETH — vor dem Buro von Prof. Minkowski

Perplex schauen Albert und Mileva auf die roten Buch-
staben:

Warning: Do not believe In red arrows!

Und Albert stottert: ,,Aber wir haben doch das Dreieck
um 30° gedreht, Herr Professor!“

Aber Prof. Minkowski 1st miide und will nach Hause.
Recht unwirsch antwortet er: ,,Einen volligen Quatsch
haben Sie gedreht. Da 1st nie und nimmer eine
Drehung, Einstein! Wenn Sie so weitermachen, be-
kommen Sie nicht mal eine Anstellung am Patentamt ),
in Bern, und die nehmen sonst wirklich jeden!*



Zurich — ETH — vor dem Buro von Prof. Minkowski

Da 1st der sonst recht hochmiitige und immer frohliche
Albert dann doch etwas niedergeschlagen und er fragt
kleinlaut: ,,Und was sollen wir nun tun?*

Und Minkowski, schon 1im Weggehen, antwortet mehr
erschopft als liberzeugt: ,,Machen Sie doch einfach, was
ich sage, und jetzt drehen Sie beide das Dreieck wirk-
lich um mal um 30°. Das kann doch nicht so schwer

sein!
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Zurich — ETH — vor dem Buro von Prof. Minkowski

Da 1st der sonst recht hochmiitige und immer frohliche
Albert dann doch etwas niedergeschlagen und er fragt
kleinlaut: ,,Und was sollen wir nun tun?*

Und Minkowski, schon 1im Weggehen, antwortet mehr
erschopft als liberzeugt: ,,Machen Sie doch einfach, was
ich sage, und jetzt drehen Sie beide das Dreieck wirk-
lich um mal um 30°. Das kann doch nicht so schwer

sein!

Und dann, fast schon um die Ecke, sagt er noch kaum
horbar: ,,Und ein, zwel Sandwichs sollten Sie auch mal
essen. Sonst wird das nix!*
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Albert Einstein bringt immer alles durcheinander

Wir erinnern uns: In den letzten Ergdnzungsfolien 07 hat
Albert Einstein als Student in der Vorlesung von Prof.
Minkowski nicht aufgepasst und die ganzen reellen
(2 x 2)-Matrizen durcheinander gebracht.

Die uibliche Interpretation ...
(siehe nachste Folie)

ist Albert Einstein schnurzpiepwurschtegal und er inter-
pretiert die reellen (2 x 2)-Matrizen zusammen mit Mi-
leva auf seine ganz eigene Art und Weise ...

(siche tibernachste Folie) 4



Wiederholung: Euklidischer Raum

In den Erganzungsfolien 01 bis 06 wurden die folgenden
reellen (2 x 2)-Matrizen als Basiselemente des zweidi-
mensionalen, Euklidischen Raums gedeutet:

(1 0) -1 — Basisskalar

1 O) =e; — Basisvektor in x-Richtung

((1) (1)) =€, — Basisvektor 1n y-Richtung
( (1) é) = e,e, — Basis-Bivektor der xy-Ebene
5



Pseudo-Euklidischer Raum von Albert und Mileva

In den Ergianzungsfolien 07 haben sich Albert und Mi-
leva tber die folgende Deutung der vier Basiselemente
der reellen (2 x 2)-Matrizen unterhalten:

(1 0) -1 — Basisskalar

1 O) =e; — Basisvektor in x-Richtung

( 2 ) =e, — DBasisvektor in eine weitere Richtung,
tiber die wir noch nicht so viel wissen

1
0
é) =e,e, — DBasis-Bivektor einer Ebene, die in
x-Richtung und die zweite Richfung
welst



Pseudo-Euklidischer Raum von Albert und Mileva

Fur die beiden Basisvektoren von Albert und Mileva
gelten die tblichen Vertauschungsregeln, da die beiden
Basisvektoren ja senkrecht zueinander stehen:

€1€0 = — €€

Allerdings 1st die Normierung der Basisvektoren nun
etwas anders als im Euklidischen Raum:

Wir haben hier also eine reelle Richtung e, und eineg
imaginare Richtung e,,.



Pseudo-Euklidischer Raum von Albert und Mileva

Fur die beiden Basisvektoren von Albert und Mileva
gelten die tblichen Vertauschungsregeln, da die beiden
Basisvektoren ja senkrecht zueinander stehen:

€1€0 = — €€

Auch das Quadrat des Basis-Bivektors verhalt sich nicht
mehr so wie in den Erganzungsfolien 01 bis 06:

(e1€y)” =1
Der Basis-Bivektor e,e, ist jetzt also ebenfalls eine re-

elle Grofe.
o]



Pseudo-Euklidischer Raum von Albert und Mileva

Es 1st Albert und Mileva allerdings noch nicht gelungen,
mit den umbenannten Basiselementen verniinftig zu

rechnen.

Als sie 1hre ersten Rechenergebnisse Prof. Minkowski
zeigten, 1st dieser sehr erbost. Albert und Mileva haben
alles falsch gemacht!

Nun sitzen Sie am Ufer des Ziirichsees und griibeln tiber
thre Fehler nach.



Zurich — irgendwo am Seeufer

Nach 1threm unerfreulichen Besuch bei Prof. Minkowski
an der ETH sitzen Albert und Mileva am Utfer des
Zirichsees und blicken fragend liber das Wasser:

(4

,, Warum 1st das keine Rotation, wenn wir den Vektora ...

aneu:2’eO_|_2’\/§el

/> a=4e,

Warning: Do not believe in red arrows!

10



Zurich — irgendwo am Seeufer

Nach 1threm unerfreulichen Besuch bei Prof. Minkowski
an der ETH sitzen Albert und Mileva am Utfer des
Zirichsees und blicken fragend liber das Wasser:

,, Warum 1st das keine Rotation, wenn wir den Vektor a
kreisformig entgegen dem Uhrzeigersinn bewegen?

aneu:2’eO_|_2’\/§el

a=4e,

11

Warning: Do not believe in red aprows!



Zurich — irgendwo am Seeufer

Und immer noch leuchtet die rote Farbe des dicken
Stifts von Prof. Minkowski. Da bricht Mileva das

Schweigen: ,,Du, Albert, irgendwie 1st der Minkowski so
wie Du!*

aneu:2’eO_|_2’\/§el

a=4e,

12

Warning: Do not believe in red aprows!



Zurich — irgendwo am Seeufer

Und mmmer noch leuchtet die rote Farbe des dicken
Stifts von Prof. Minkowski. Da bricht Mileva das
Schweigen: ,,Du, Albert, irgendwie 1st der Minkowski so
wie Du!“

Albert schaut sie fragend an, ohne etwas zu sagen.

Mileva: ,,Ja, wir zeichnen eine Rotation und der Min-
kowski sagt, wir hitten gar keine Rotation gezeichnet.
Das 1st doch wie be1 Dir. Wir zeichnen ein rechtwink-
liges Dreieck und Du sagst, wir hatten gar kein recht-
winkliges Dreieck gezeichnet.*

13



Zurich — irgendwo am Seeufer

Albert zuckt mit den Schultern: ,,Ja, alles Lug und Trug.
Alles sieht so aus, wie es nicht 1st. Die Mathematik
kann emnen schon zur Verzweiflung bringen. Alles 1st
anders als es 1st ...

Mileva: ,,Na, du musst jetzt aber nicht reden wie die
Philosophen. Damit warten wir, bis wir alt und runze-
lig sind.*

Albert: ,,Hast Du denn eine bessere Idee?*

Mileva: ,Klar hab‘ ich die! Wenn etwas zu schwierig
1st, dann muss man es halt einfacher machen. So ein- 14
fach, bis man es verstehen kann!*



Zurich — irgendwo am Seeufer

Das uberzeugt den Albert, ein bisschen zumindest. Und
zumindest wird seine Laune jetzt ein bisschen besser:

,,Na, dann machen wir doch das alles einfacher!*

Mileva: ,Ist auf jeden Fall besser, als es zu machen wie
bei den Philosophen: Wenn die etwas nicht verstehen,
dann machen sie nimlich immer alles noch schwie-
riger, damit keiner merkt, dass sie es nicht verstehen

'66

Und jetzt wird Alberts Laune tatsdachlich schon sehr viel
besser!

15



Zurich — irgendwo am Seeufer

Albert: ,,Also dann fangen wir ganz einfach an — am
besten mit dem Kreis in unserer Zeichnung. Was 1st

ein Kreis?“

Mileva: ,,Die Definition kann man doch in jedem
Mathematikbuch nachlesen: Ein Kreis besteht aus
der Menge aller Punkte, die den gleichen Abstand
von einem Punkt haben. Und dieser eine Punkt 1st
dann der Mittelpunkt des Kreises!

Albert: ,,In unserer Zeichnung liegt der Mittelpunkt des
Kreises am Fullpunkt des Vektors a, also genau dort,
wo der Vektor a links beginnt.* 16



Zurich — irgendwo am Seeufer

aneu:2’eO—|_2’\/-§el

a=4e,

Warning: Do not believe in red aprows!

Albert: ,,In unserer Zeichnung liegt der Mittelpunkt des
Kreises am Fullpunkt des Vektors a, also genau dort,
wo der Vektor a links beginnt.* 17



Zurich — irgendwo am Seeufer

Mileva: ,,Und den gleichen Abstand aller Punkte vom
Mittelpunkt nennt man den Radius. Da wir den Vektor
a =4 e, genommen haben, ist der Radius also vier
reelle Einheiten lang.

Albert: ,,Ja, das 1st die Lange des Vektors a:
r=|al =va2=.,/(4e,)?2
=16 e;2 =./16 (1) =V16=4

Also r =4 i1st unser Radius.*

18



Zurich — irgendwo am Seeufer

Mileva: ,,Und alle Punkte, die vom Mittelpunkt genau
r =4, also vier Einheitsschritte, entfernt sind, bilden
den Kreis.

Albert: ,,Und Minkowski argert sich liber uns, weil der

Endpunkt unseres neuen Vektors a_., =2 e, +2 V3 ¢,
nun nicht auf dem Kreis liegt.*

Mileva: ,,Aber die Spitze des Vektors a_, liegt doch auf
dem Kreis! Ich sehe es doch!*

19



Zurich — irgendwo am Seeufer

Mileva: ,,Aber die Spitze des Vektors a,, liegt doch auf
dem Kreis! Ich sehe es doch!*

Und mit dem Finger zeigt Mileva ganz genau da hin!

aneu:2’eO_|_2’\/§el

a=4e,

20

Warning: Do not believe in red aprows!



Zurich — irgendwo am Seeufer

Mileva: ,,Aber die Spitze des Vektors a,, liegt doch auf
dem Kreis! Ich sehe es doch!*

Und mit dem Finger zeigt Mileva ganz genau da hin!

Aber da zuckt Albert schon wieder mit den Schultern

und meint: ,,Ja, alles Lug und Trug. Alles sieht so aus,
wie es nicht 1st. Dieser Punkt liegt gar nicht hier auf
dem Kreis, weil der Radius doch nicht vier 1st!

Mileva: ,.Der Rad1us 1st nicht vier?*

. L . : 21
Albert: ,,Nein, der Radius ist nicht vier ...



Die alte Rechnung von Albert

Albert: ,,Nein, der Radius ist nicht vier. Das hatten wir

doch schon 1n den Ergdnzungsfolien 07 ausgerechnet.

Ich hatte da doch gerechnet, dass ... 4jjh ... dass,
warte mal, 1ch hatte gerechnet ...

e = (2 € +2V3 )’
—4e,°+4V3 e, +4V3 e, + 12 ¢,
=4(-1)+4+3 €,e; — 4/3 e,e; +12 (1)
=—4+12
=8

22



Die alte Rechnung von Mileva

Albert: ,,Und Du hast mit den Matrizen doch das gleiche
rausbekommen. Deine Rechnung war ja ...

aneu2 2\/§ 2
—2  —2/3

2V3 2 8 0

—2 23| 0 8




Zurich — irgendwo am Seeufer

Mileva: ,,Also liegt das Vektorende nicht in einer Ent-
fernung von r =4, also vier Einheitsschritten zum
Mittelpunkt, sondern nur von ...*

2

| aneu | aneu

=18 =22 ~2,8284

Albert: ,,Ja, unser neuer Vektor fiir a 1st zu kurz! Bei
einer Rotation muss doch die Lange eines Vektors
erhalten bleiben!

Mileva: ,,Also jetzt verstehe ich, wieso der Minkowski 24
SO sauer war.*



Zurich — irgendwo am Seeufer

Albert: ,,Ja, der Minkowski war sauer, weil sich bei
einer Rotation die Langen von Vektoren nicht andern
dirfen. Und er hat natiirlich gleich gesehen, dass
unsere neuen, gedrehten Vektoren eine vollkommen
falsche, namlich andere Lange hatten!*

Mileva: ,,Da haben wir uns aber blamiert.*

Albert: ,,Da haben wir uns wirklich blamiert. Ich werde
wohl doch Kerne schilen miissen und es nie nach Bern
ans Patentamt schaffen!*

Mileva: Und ich fall* sicher durch die Priifung ...« -



Zurich — irgendwo am Seeufer

Albert: ,,Aber wir konnen doch alles noch reparieren.
Lass‘ uns doch einfach den richtigen Kreis zeichnen,
be1 dem wirklich alle Punkte einen Abstand von vier
Schritte zum Mittelpunkt haben!“

Mileva: ,,Ja dann reparieren wir doch am besten zuerst

einmal unseren Vektor a_., =2 e, + 23 e, mit dem
falschen Quadrata,_, *= 8.

Albert: ,,Kein Problem, das richtige Quadrat istja ...*

26



Zurich — irgendwo am Seeufer

Albert: ,,Kein Problem, das richtige Quadrat 1st ja wegen
a=4e, = a’=16

einfach doppelt so grof3. Also miissen wir a,,,, doch

nur mit der v2 multiplizieren. Ich nenne diesen Vek-
tor dann einfach mal a;:

a1:\/-Eaneu:\/-i(ze()—|—2\/-§e1)
=2v2¢e,+2V6 ¢,

Mileva: ,,Da mache ich doch lieber mal eine Probe.
Nicht, dass wir uns nochmal blamieren!* 27



Die neue Rechnung von Mileva

Albert: ,,Ja, schauen wir, ob das doofe Quadrat jetzt
endlich 16 wird.

Und Mileva rechnet:
a,’ 26 242
—2\2 -2V6
26 242 16 0 , (16 0
= & _( 0 16)
—2W/2 —26 0 16



Die neue Rechnung von Albert

Und auch Albert rechnet sicherheitshalber noch mal
nach:

a,’=(2V2 ey +2V6 e’
=8e¢,°+8V3 e, +8V3epe,+24e,’
=8(—1)+8v3eje, —8V3 epe; +24 (1)
=—8+24
=16

Albert: ,,Also haben wir endlich einen Punkt, der auf
dem Kreis liegt!* 29



Zwischenergebnis
= a=4e,
a, =2v2e,+2v6 e, ~2,.8284 ¢, +4,8990 e,

Mileva: ,,Und um einen ganzen Kreis zeichnen zu
konnen, brauchen wir noch ein paar mehr Punkte!“

Albert: ,,Ja, erfinden wir noch ein paar Vektoren mit

einem Quadrat von 16. Dann haben wir mehr Punkte
fir den Kreis.

30



Zurich — irgendwo am Seeufer

Mileva: ,,Wenn wir also irgendein Quadrat nehmen, das
zu grofd 1st, ...«

Albert: ,,Also machen wir die e;-Komponente in
x-Richtung zu grof3.*

Mileva: ,,.. dann konnen wir doch durch die e -Kom-
ponete den Teil, der zu grof3 ist, wieder abziehen.*

Albert: ,,Wei1l das Quadrat e02 dieser Komponente ne-
gativ 1st.*

31



Zurich — irgendwo am Seeufer

Mileva: ,,Also beispielsweise ist 5 e, viel zu grol3,
weil (5 e,)* = 25 eben viel grofer als das Quadrat
des Radius r* = 16 ist.*

Albert: ,,Ja, und deshalb miissen wir genau neun ab-
zichen, weil 25 — 9 = 16 dann genau den richtigen
Wert fiir das Quadrat ergibt.*

Mileva: ,,Also kommen fir die Komponente in e,-Rich-
tung noch genau 3 e, dazu, weil die dann aufgrund der
negativen Normierung e,” = — 1 abgezogen werden.“

: 32
Albert: ,,Unser nachster Vektor ist also a, =3 ¢, + 5 e,.*



Zwischenergebnis

= a=4e,
a, =2v2e,+2v6 e, ~2,.8284 ¢, +4,8990 e,

a,=3e,+5¢

Mileva: ,,Na, das ist ja einfach. Bei 6 e, haben wir also
ein Quadrat von 36 und miissen 20 abzichen, um 16
zu erhalten.*

Albert: ,,Also 1st die fehlende Komponente v20 e,
bzw. 25 e, ~ 4,4721 e,.~

33
Mileva: ,,Und dann lautet dieser Vektor a; =2v/5e,+6e,.”



Zwischenergebnis

= a=4e,
a, =2v2e,+2v6 e, ~2,.8284 ¢, +4,8990 e,
a,=3e,+5¢
a,=25e,+6e,~4,4721 ¢e,+ 6 e,

Und so rechnen Mileva und Albert weiter und immer
welter.

34



Weitere Zwischenergebnisse

= a=4e,
a, =2v2e,+2v6 e, ~2,.8284 ¢, +4,8990 e,
a,=3e,+5¢
a,=25e,+6e,~4,4721 ¢e,+ 6 e,
a,=V33e,+7e, ~5,7446¢,+7 ¢,
a.=4/3e,+8e,~6,9282¢,+8e,
a,=165e,+9e, ~8,0623¢e,+ 9 e,
a,=2v21e,+10e,~9,1652 ¢,+ 10 ¢,
a;=v105e,+ 11e, ~ 10,2470 ¢, + 11 ¢,

35



Und jetzt zeichnet Albert einen Kreis

Albert: ,,Also nehme ich alle diese Vektoren und setze
die am Ursprung an. Der Ursprung soll ja der Kreis-
mittelpunkt sein. Und dann .. |

A

a,

| a 36
.. verbinde ich die Endpunkte aller Vektoren.*



Und jetzt zeichnet Albert einen Kreis

Nein, er zeichnet zuerst einmal nur einen Achtelkreis:

imaginare
Richtung
A

37



Und jetzt zeichnet Albert einen Kreis

'66

Mileva: ,, Komische Achtelkreise zeichnest Du

Albert (ganz stolz): ,,Gell? Die sehen zwar nicht wie
Achtelkreise aus. Dafiir 1st der Abstand aller Punkte

vom Ursprung genau gleich grof3!*

Mileva: ,,Namlich genau vier mal die Einheit 1.

38



Und jetzt zeichnet Albert einen Kreis
Mileva: ,, Komische Achtelkreise zeichnest Du!*

Albert (ganz stolz): ,,Gell? Die sehen zwar nicht wie
Achtelkreise aus. Dafur 1st der Abstand aller Punkte
vom Ursprung genau gleich grof3!*

Mileva: ,,Namlich genau vier mal die Einheit 1.
Albert: ,,Und wie zeichnen wir nun einen Viertelkreis?*
Mileva: ,,Beim Quadrieren verschwinden doch die Minus-

zeichen. Mogeln wir doch einfach welche rein. Das 39
andert doch dann nichts am Abstand.



Alte Zwischenergebnisse

= a=4e,
a,=2v2e,+2V6 ¢,
a,=3e,+5e
a,=2v5e,+6¢,
a,=V33e,+7e¢,
a;=4v3e,+ 8¢,
a,=V65¢e,+9¢,
a,=2v21e,+10¢,
ag=v105¢,+1l¢,

40



Neue hergemogelte Zwischenergebnisse

= a=4e,
a,=2v2e,+2V6 ¢,
a,=3e,+5e
a,=2v5e,+6¢,
a,=V33e,+7e,
as=4v3e,+ 8¢,
a,=V65e,+9e,
a,=2v21e,+10¢,
ag=+v105¢,+1l¢,

a,.=—2vV2e,+2V6 ¢,
a,=—3e¢,+5e¢

a5 =—2vV5e,+6¢,

a, =—v33e,+7¢,

as. = —4v/3e,+ 8¢,
ag.=—V65¢,+9e,

a,, =—2+v21e,+10¢,

41
ag.=—V105e¢,+1le,



Aué\‘d\em Achtelkreis
wird ein Viertelkreis

imaginare
Richtung
A

42



Und jetzt zeichnet Albert einen Kreis

Mileva: ,,Und die Minuszeichen kann man natuirlich auch
bet der e;-Komponente reinmogeln, ohne dass sich die
Lange der Vektoren andert.

Albert: ,,Also haben auch alle Vektoren auf der folgenden
Folie die gleiche reelle Lange von r =4.*

43



Und jetzt zeichnet Albert einen Kreis

Mileva: ,,Und die Minuszeichen kann man natuirlich auch
bet der e;-Komponente reinmogeln, ohne dass sich die
Lange der Vektoren andert.

Albert: ,,Also haben auch alle Vektoren auf der folgenden
Folie die gleiche reelle Lange von r =4.*

Mileva: ,,Und bitte immer nachrechnen, z.B.
hat a, = — V65 ¢,—9e, welches Quadrat?*

Albert: ,,Also der drittunterste Vektor rechts in der folgen-
den Tabelle ...« 7,



Noch mehr hergemogelte Zwischenergebnisse

= a.=—4e

a.=2vV2e,—2V6 e, a,=—2vV2e,—2V6 e,

a.=3e,—Se ay=—3e,—Se
a,.=2V5e,—6e, a,,=—2V5e,-6e,
a,. =V33e,—7e, a,=—vV33e,—7e,
as. = 4vV3e,-8e, as, = —4v3e,—8e,
ag. = V65¢e,—-9¢, ag=—V65e,-9¢,
a,.=2vV21e,—10¢, a,, =—2v21e,—10e,

45
ag: = V105e¢,— 1le, ag, =—V105¢,—1le,



Und jetzt zeichnet Albert einen Kreis

Albert: ,,Also der drittunterste Vektor rechts in der Tabelle
hat ja emn Quadrat von ...

ag’ = (—V65¢,-9e,)’
=65 e, +9vV65 eje; + 9V65 e,e,+ 81 e,
=65 (- 1) +9vV65 eje; — 965 epe, + 81 (1)
=_ 65+ 81
=16

... von wie erwartet 16 Einheiten, weil der Vektor ja
vier Einheiten lang 1st.* 46



Und jetzt zeichnet Albert einen Kreis

Mileva: ,,Klar 1st das Quadrat 16, denn mit meinen Ma-
trizen kommt ja auch das gleiche raus.

Ay -9 —+/65
V65 9
-9 —+65 16 o _ 2_(16 0)
o#
V65 9 0 16 0 16

=16

'66

Albert: ,.Dann lass‘ mich doch endlich mal zeichnen 47



imaginare
Richtung
Und aus dem Viertelkreis A

wird ein Halbkreis




imaginare
Rlchtung




imaginare
Richtung
‘aus dem Viertelkreis A

wirdRin Halbkreis




imaginare
Richtung
‘aus dem Viertelkreis A

wirdgin Halbkreis

Albert: ,,So sieht /also unser Halbkreis aus!“

51




Und aus dem Viertelkreis
wird ein Halbkreis

Albert: ,,So sieht also unser Halbkreis aus!*

Mileva: ,,Da haben wir jetzt wirklich etwas zum
Staunen. So einen unkreisigen Halbkreis habe ich ja
schon lange nicht mehr gesehen.

52



Zurich — irgendwo am Seeufer

Mileva: ,,Und wie wird dann erst der ganze Kreis aus-
sehen?*

Albert: ,,Also da wird es jetzt wirklich philosophisch.
Es gibt namlich keine weiteren Vektoren, fir die gilt:

a’=16

Und deshalb gibt es auch keine weiteren Vektoren,
die die Radiusgleichung

|a| =\/§=\/16=4

erfiillen.* 53



Zurich — irgendwo am Seeufer

Mileva: ,,Aber da oben und da unten zwischen den

beiden Kreisasten 1st doch noch jede Menge Platz.

Das sitzen doch noch unendlich viele Vektoren.
Was ist beispielsweise mit dem Vektor

A, =€ +T3e 7

zwel

Der sieht doch fast so aus wie unser alter Vektor

a,=3e,+5Se
und hat doch sicher die gleiche Lange.*

Albert: ,,Das ist ja das Philosophische daran ...

54



Zurich — irgendwo am Seeufer

Albert: ,,Das 1st ja das Philosophische daran. Es kommt
jetzt halt darauf an, was genau man unter einer Lange
versteht.*

Mileva: ,,Na, den Betrag des Vektors!“

Albert: ,, Typisch Philosophie! Einfach das Wort andern.
Dann reden alle mit zwei verschiedenen Wortern und
wissen nicht, ob sie das gleiche meinen oder was
Unterschiedliches. Und dann merkt keiner, dass das
Problem immer noch da ist — Es kommt halt jetzt
darauf an, was genau man unter dem Betrag eines

55
Vektors versteht.



Zurich — irgendwo am Seeufer

Mileva: ,,Albert, Du alberst! Unter dem Betrag eines
Vektors verstehe ich das, was Du gerade selbst sagtest,
namlich die Wurzel seines Quadrats:

|a| =Va?

So stand‘s auf der vorvorletzen Folie!*

Albert: ,,Aber es gibt doch keinen weiteren Vektor, der
das erfullt!“

Mileva: ,,Und was ist mit a .. = 5 e, + 3 e, ? Der sieht
doch ganz gut aus!* 56



Zurich — irgendwo am Seeufer

Albert: ,,Gut? a,,;
doch einfach aus.*

Und Mileva rechnet:
azwei2 3 5
-5 -3

-5 -3 0 -—16

2 __
= Aupei T (

—16

0
16

0
—16

=5 e, + 3 ¢, soll gut sein? Rechne es

57



Zurich — irgendwo am Seeufer

Mileva: ,,0Oh ja, das wird schwierig. Das Quadrat von

a,..; 15t ja negativ.*

Albert: ,,Ja, das ist negativ. Bei a,.;* haben wir ja eine

eO-Komponente die grofer ist als die e, -Komponente:
=(5ey+3e)

=25¢,°+15¢se; - 15e,e,+ 9 e,

=25(—-1)+15e)e;,—15¢4e;,+9 (1)

=—25+16 =-16

ZWCl

Und deshalb klappt das mit unserer Formel nicht!“ 58



Zurich — irgendwo am Seeufer

Albert: ,,Und mit allen anderen Vektoren, die vom
Ursprung aus nach oben zwischen den beiden Dia-
gonalen 1n die imaginare Richtung zeigen, klappt
das auch nicht. Deren Quadrate sind ebenfalls alle
negativ.*

Mileva: ,,Und alle Vektoren, die vom Ursprung aus
zwischen den beiden Diagonalen nach unten zeigen,
haben auch nur negative Quadrate?*

Albert: ,,Ja, auch deren Quadrate sind immer und aus-
schlieBlich negativ!*

59



Zurich — irgendwo am Seeufer
Mileva: ,,Und was machen wir nun?*

Albert: ,, Tja, also, in der Zukunft, da sind die Leute
ja etwas schizophren. In der Zukunft, da werden die
Leute die Vektoren quadrieren, um ein positives
Langenquadrat zu erhalten.

Und wenn sie merken, dass es nicht geklappt hat,
da werden sie dann zusatzlich noch Betragsstriche
hinschreiben, 1in etwa so:

A:=|A%">0 (5.13)"
60



Zurich — irgendwo am Seeufer

Mileva: ,,(5.13)? Was bedeuten die eingeklammerten
(5.13)2*

Albert: ,,Ah, ja, die Formel habe ich aus dem Buch

Wolfgang Rindler: Relativity. Special, General,
and Cosmological. 2nd edition, Oxford Uni-
versity Press, Oxford, New York 2006

auf Seite 98 abge... (Er stockt.) Ah, die Formel werde

ich dann irgendwann mal von Seite 98 abschreiben.*

Mileva, der nicht auffallt, dass Albert etwas 1irritiert ist(,ﬂ
protestiert: ,,Aber ...



Zurich — irgendwo am Seeufer

Mileva, der nicht auffallt, dass Albert etwas 1rritiert 1st,

protestiert: ,,Aber der Rindler verwendet ja auch so
komische Vierer-Vektoren. Das ist doch etwas ganz
anderes!*

Albert: ,,Ja, das 1st mathematisch etwas ganz anderes.
Wir sollten es auf jeden Fall etwas liberzeugender an-
stellen, etwas fassbarer, etwas ...“ (Er sucht nach dem

richtigen Wort.)

Mileva: ... etwas schlitzohriger ...*

. . . 62
Albert: ,,Meinetwegen auch etwas schlitzohriger!



Zurich — irgendwo am Seeufer

Mileva: ,,Also, damit wir es nicht so machen miissen
wie 1n der Zukunft, da schlage ich einfach vor, dass
wir nicht nur quadrieren, sondern gleich alles hoch
vier nehmen, da verschwinden die uberfliissigen
Minuszeichen doch ganz automatisch:

|la| = Vat

Konnen die denn 1n der Zukunft nicht mehr 1n vierter
Ordnung potenzieren, wenn die so komische Vierer-
vektoren erfinden mussen?‘

Albert: ,,Ja, wahrscheinlich konnen die das nicht mehr.““ 63



Zurich — irgendwo am Seeufer

Mileva: ,,Mit dieser Definition hat dann der nach oben
zeigende Vektor a,,; = S €, + 3 e, tatsdchlich eine
positive vierte Potenz und damit eine positive Lange.*

Und sie rechnet:

-5 =3 0 —16

3 5 |—-16 0 256 0
-5 -3 0 -—16 0 256

o, .4:(256 0
ZwWEel O 256

)=256

64



Zurich — irgendwo am Seeufer
Albert: , Perfekt! Mit

la,,.| = Vaweit = V256 =4

haben wir also einen weiteren Punkt, der auf dem noch
fehlenden oberen Ast des Kreises sitzt. Wenn wir jetzt
einfach bei allen bisherigen Vektoren die e,- und die
e,-Komponenten vertauschen, ...

(siehe folgende Ubersicht)

... dann haben wir geniigend Vektoren, um den rest-
lichen Halbkreis zu zeichnen.*

65
Mileva: ,,Und alle haben die Lange vier.



Noch mehr neue Vektoren mit negativen Quadraten

= a,=4e
a, =2V6e,+2v2e,
azwei — Se() + 3e1

Ayr; = 6 €9+ 2V5 ¢
2, = 7 €9+ V33e,
a .=8e,+43e,
a_...=9e,TV65e,
a..p., = 10e,+2v21e,
a_ .. =1le,+V105e,

aeins‘ — 2\/6 60—2\/2 €

A, e =€ — 3¢

Ayreis = 6 €)— 275 ¢
Ay = 7€)~ V33e,
A = 8 € —4V3 e
Ageens: = 9€) — V65,
Agiepen: = 10 €9~ 2V21 e,

a, = 11e,—vV105e¢,

66
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Und aus dem Halbkreis
wird ein Dreiviertelkreis

Albert: ,,Phantastomanisch hyperbelomanisch, unser
Dreiviertelkreis!*

Mileva: ,,Und den vierten Ast unseres Kreises be-
kommen wir, indem wir be1 allen Komponenten auf
der vorvorvorletzen Folie einfach alle Vorzeichen
umdrehen.*

Albert: ,,Ja, dann zeigen die Vektoren alle nach unten
in den noch freien Sektor. Das schreibe ich jetzt aber
nicht extra auf eine weitere Folie, sondern zeichne
das gleich hin.*
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Der komplette Kreis

Jetzt freut sich Albert wirklich: ,,Absolut phantasto-
manisch hyperbelomanisch, unser Kreis hier!*

Und auch Mileva 1st begeistert: ,,Das sicht aus wie
mehrere Hyperbeln. Und 1st doch ein echter, total
mathematischer Kreis!“

Albert: ,.Ja, in der Mathematik ist alles anders als es
ist. Uberall Lug und Trug. Wir zeichnen einen ein-
fachen Kreis uns schon behaupten alle, wir hatten
eine Hyperbel gezeichnet. Die Welt 1st schon ko-

° '66
misch! 73



Der komplette Kreis

'66

Mileva: ,,Aber Du magst es doch komisch

Albert: ,,Ja, ich mag es lustig. Alle reden von Hyperbeln.
Und in Wahrheit reden sie liber Kreise. Selbst der
Rindler in seinem Buch redet dauernd, ah, ... wird
dauernd iiber Hyperbeln reden!*

Mileva: ,,Und das Lustigste 1st: Er 1st nicht der einzige!
Selbst der Minkowski wird 1n seinen Vortragen
dauernd was von Hyperbeln erzdhlen!*

Albert: ,,Dieser Schlawiner! Wo der doch genau weil3,
dass es Kreise sind.*

74



Der komplette Kreis
Mileva: ,,Und zeigen wir thm unsere Zeichnung?*

Albert: ,,Klar zeigen wir thm unseren Kreis. Aber zuerst:
Hier 1st der See! Wer 1st zuerst drin?*

Und schon rennen Albert und Mileva los und springen
ins nasskalte Wasser. Es 1st auch ein heiller Sommertag.
Klar, dass sie dann lieber nasskaltes Wasser mogen. Wer
wirde denn sonst auch mitten 1m Juli in trockenwarmes
Wasser springen?
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Zurich — ETH — im Buro von Prof. Minkowski

Prof. Minkowski sitzt in seinem Biiro und betrachtet die

Skizze der Kreiszeichnung, die ihm Albert und Mileva

zuvor vorbeigebracht haben. Er schiittelt den Kopf und

murmelt: ,,Einstein, Einstein, miissen Sie immer so
eimen Quatsch machen? Verdrehen Sie dem kleinen
Fraulein Mari¢ doch nicht so den Kopf.“

Aber Albert und Mileva sind schon wieder weg. Prof.

Minkowski murmelt nur zu sich selbst. Und wieder

schaut er auf die Skizze und murmelt weiter: ,,Na ja, das
scheint schon ein Kreis zu sein, Kinder, Kinder, ich

mag aber keine Kreise!“ 27



Zurich — ETH — im Buro von Prof. Minkowski

Prof. Minkowski: ,,Kinder, Kinder, Kreise mag ich
wirklich nicht! Ich sollte mal schauen, ob 1ch das
mathematisch nicht einfach als Hyperbel aufschreiben
kann. So eine schone Hyperbel mit

_1
y_X

ware doch ganz nett.*

Und er griibelt und murmelt und gribelt: ,,Oder meinet-
wegen auch ...
4

y:X 78

... oder so ahnlich.*



Zurich — ETH — im Buro von Prof. Minkowski

Prof. Minkowski: ,,Oder meinetwegen auch ...

_2
y_X

... oder so dhnlich. Mir soll‘s recht sein. In Coln
glauben die mir ja eh® alles. Da kann ich dann den
ganz groflen Karneval machen und alle werden be-
geistert sein.

Und dann kurze Zeit spiter: ,,Ich mach‘ jetzt einfach
aus dem Kreis eine Hyperbel, eine schone, Euklidische,

absolut ehrenwerte Hyperbel! Das mach® ich jetzt
einfach!* 79



Zurich — ETH — im Buro von Prof. Minkowski

Und dann dreht und ruckelt er die Zeichnung von Albert

und Mileva hin und her: ,,Also man miisste den Graphen
irgendwie spiegeln konnen, damit aus diesem einen
rechten Ast, ja, diesem Hyperbelast ganz rechts ...

Und er holt weitere dicke Farbstifte aus seinem Schreib-
tisch und markiert den rechten Hyperbelast zweifarbig.
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Zurich — ETH — im Buro von Prof. Minkowski

Und murmelnd geht es weiter: ,,Und nach dem Re-
flektieren miisste dann der rote Astteil nach oben
weisen, so als Asymptote zur y-Achse. Und der griine
Astteil, der zeigt dann nach rechts und wird zu einer
Asymptote der x-Achse, perfekt, so mach ich‘s!*

Und er zeichnet jetzt die neue Hyperbellage auf einem
anderen Blatt Papier.
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Zurich — ETH — im Buro von Prof. Minkowski

Und dann stockt er: ,,Ja me1‘, wo war‘ denn dann die
Reflexionsachse? Ich schitze mal, ich schitze mal. Ah,
ich hab‘s. Die Hauptdiagonale wird zur neuen x-Achse.
Und dann ist doch klar: Die Nebendiagonale, die von
links oben nach rechts unten geht, die wird muss zur
neuen y-Achse werden. Hmm, ja, hmm doch, die Re-
flexionsachse, die 1st dann die Winkelhalbierende
zwischen der Hauptdiagonalen und der urspriingli-
chen x-Achse.*

Und ganz stolz zeichnet er das auch noch in die Skizze
von Albert und Mileva ein, mit einem dicken, blaue% 4
Stift!
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Zurich — ETH — im Buro von Prof. Minkowski

Und weitter uberlegt er sich: ,,Also, bevor ich irgend-
emnen Vektor reflektieren kann, muss ich erst einmal
wissen, wie dieser Vektor aussieht. Also, wie 1st ein
Vektor, den mir diesen Einstein-Mari¢-Kreis liefert,

aufgebaut?

Klar, dieser Einstein und dieses Fraulein Mari¢ haben
in meiner Vorlesung nicht aufgepasst und so verriickte
relativistische Koordinaten genommen. Der Vektor r
hat also einen e -Teil und einen e;-Teil ...

r=7e,+?e
86



Zurich — ETH — im Buro von Prof. Minkowski

,,... emen eg-Teil und einen e;-Teil ...

r=7e,+?e

Und weiter uberlegt er sich: ,,Die e;-Achse ist ja die
x-Achse. Also nenne ich die Komponente 1n
e,-Richtung doch ganz einfach x ...*

r=7e,txe

,,und dieser verungliickte Mochtgern-Kreis hatte doch
einen einen Radius vonr =4 ...

87



Zurich — ETH — im Buro von Prof. Minkowski

.,... elnen Radius von r =4, und fiir alle diese Kreis-
vektoren gilt ...

r=ye,+xe

Er stutzt: ,,y hatte der Einstein doch gar nicht ge-
schrieben. Verdammter Bengel! Aber ich will
Hyperbeln. Ich schreibe das halt jetzt so. Und
dann kann 1ch weiterrechnen. Quadrieren sollte
ich ja noch konnen auf meine alten Tage ...*

4 =(y € T X e1)2

88



Zurich — ETH — im Buro von Prof. Minkowski

,,Quadrieren sollte 1ch ja noch konnen auf meine alten
Tage ...*
4> = (Y ey +Xx e1)2

16 =y e,” + Xy eje; + Xy e, + x° e,
=y* (1) +xy eje,; + xy e, + x° 1

,,Ach nee, das wird mir jetzt zu bunt! Ich bin doch kein
kleiner, doofer Computer, der nur mit (2 x 2)-Matrizen
rechnet! Ich, Minkowski von der ETH, ich rechne doch
mit anstandigen, mit reellen Zahlen. Diesen dick ge-
druckten Unsinn, den lassen wir be1 den Skalaren
lieber jetzt ... 89



Zurich — ETH — im Buro von Prof. Minkowski

,,... gedruckten Unsinn, den lassen wir be1 den Skalaren
lieber jetzt...*

4 =(yey+xe)
16 =y e,” + Xy eje; + Xy e,e, + x° e,
16 =y* (— 1) +xy eye, + Xy e,e, + x> 1
16 = —y* + Xy e,e; — Xy €&, + X°
16 =—y*+x°

,,Dann 1st die y-Komponente doch einfach ...*

2 2
=x“—16
4 90



Zurich — ETH — im Buro von Prof. Minkowski

,,Also wenn 1ch hier reelle Zahlen nehme, dann 1st die
y-Komponente doch einfach ...

y? =x*—16

y =+Vx2—16

Das Pluszeichen fiir den oberen, griinen Hyperbelteil.
Und das Minuszeichen fiir den unteren, roten Hyper-
belteil. Und das setzte ich jetzt als meine Fragezeichen-
Komponente in die Gleichung fir die Hyperbel-
vektoren, ah ... Kreisvektoren emn ...

r="7e,txe 91



Zurich — ETH — im Buro von Prof. Minkowski

. ah ... Kreisvektoren ein ...

r="7e,txe

Und auf eimnmal argert sich der Minkowski und poltert

los: ,.Nein, nein, nein! Ich mochte keinen Kreis! Nein,
nein, nein! Ich mochte eine Hyperbel! Diesem
Einstein, dem konnt® ich ja den Hals umdrehen. Ich
mache mir jetzt meine Hyperbel, indem 1ch diesen
vermaledeiten e,-Basisvektor durch meinen schonen

e,-Basisvektor ersetze. So wird ein Schuh draus!* 97



Zurich — ETH — im Buro von Prof. Minkowski

Und dann zieht Prof. Minkowski einen grof3en, grol3en
Radiergummi aus seimner Schreibtischschublade und
radiert in seiner Gleichung

einfach den e,-Basisvektor weg und ersetzt ithn durch:

r=+vx%2—16e,+xe,

Und dann denkt er sich: ,,Ah, nein, besser ist es in
ordentlicher Reithenfolge ...*

r=xe £vVx? —16e, 93



Zurich — ETH — im Buro von Prof. Minkowski

,,... In ordentlicher Rethenfolge ...*

Und 1n der Zeichnung von Albert und Mileva, da radiert
Prof. Minkowski auch!
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Zurich — ETH — im Buro von Prof. Minkowski

.50, denkt er sich, ,,jetzt habe ich endlich richtige,
schone, wunderbare, Euklidische Hyperbeln! Jetzt
muss 1ch die nur noch an der Reflexionsachse
reflektieren, um eine schone Gleichung

_2
y_X

oder so ahnlich fiir die y-Komponente zu bekommen.*

97



Zurich — ETH — im Buro von Prof. Minkowski

.50, denkt er sich, ,,jetzt habe ich endlich richtige,
schone, wunderbare, Euklidische Hyperbeln! Jetzt
muss 1ch die nur noch an der Reflexionsachse
reflektieren, um eine schone Gleichung

_2
y_X

oder so dhnlich fiir die y-Komponente zu bekommen.

Doch eins habe 1ch noch vergessen: Wie lautet denn
der Reflexionsvektor n?*
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Zurich — ETH — im Buro von Prof. MinkowsKi
Jetzt muss Prof. Minkowski etwas nachdenken: ,,Also,

ich nehme wieder die ganz normalen, Euklidischen

Basiselemente, die wir aus den Erganzungsfolien 01
bis 06 kennen ...

(1 0) =1 — Basisskalar
(1 0) _ . . .

=e; — Basisvektor in x-Richtung
((1) 1) = €, — Basisvektor in y-Richtung

_(1) (1)) = ¢,6, — Basis-Bivektor der xy-Ebene 99



Zurich — ETH — im Buro von Prof. Minkowski

Jetzt muss Prof. Minkowski etwas nachdenken: ,,Also,
ich nehme wieder die ganz normalen, Euklidischen
Basiselemente, die wir aus den Erganzungsfolien 01
bis 06 kennen.

Der Reflexionsvektor n ist dann genau die Winkel-
halbierende zwischen der Hauptdiagonalen, die durch
den Einheitsvektor

1
dz\/—i(elJrez)

reprasentiert wird, und der x-Achse, die durch den
Einheitsvektor e, reprasentiert wird. Also zeigt die
Summe dieser beiden Vektoren ... 100



Zurich — ETH — im Buro von Prof. Minkowski

,,Der Reflexionsvektor n 1st dann genau die Winkel-
halbierende zwischen der Hauptdiagonalen, die durch
den Einheitsvektor

1
dz\/—i(elJrez)

reprasentiert wird, und der x-Achse, die durch den
Einheitsvektor e, reprasentiert wird. Also zeigt die
Summe dieser beiden Vektoren

1
d+91:\/_§(el+ez)+el

:(%+1)e1+\/i§e2 101

in Richtung der Reflexionsachse.



Zurich — ETH — im Buro von Prof. Minkowski

1 1 . .
SAlsod + e, = (\/_E + 1) e, Nk zelgt nun 1n

Richtung der Reflexionsachse, 1st aber noch kein
Einheitsvektor n. Das muss ich noch reparieren.

Und er rechnet:

2
2 _ (1 1
=2++2

,,Das 1st also das Quadrat der Lange des Vektors d + e,
der in Richtung der Reflexionsachse zeigt.* 102



Zurich — ETH — im Buro von Prof. Minkowski

,,Um also einen Einheitsvektor n als Reflexionsvektor
zu erhalten, muss der Vektors d + e; nur durch seine

Linge, der Wurzel aus (2 ++/2), geteilt werden ...

d+eq

242
=%\/2+\/7 el+§\/2—\/§ e,

n

,,Und das sollte man noch nachrechnen,* denkt er sich.
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Zurich — ETH — im Buro von Prof. Minkowski

Und dann denkt er sich: ,,Ach Quatsch, sollen das doch
die Studenten nachrechnen. Ich mach‘s mir einfach und
schreibe jetzt einfach.. .

d+eq

212
=%\/2+\/7 el+§\/2—\/§ e,

n

= c0s 22,5° e¢; +sin 22,5° e,

104



Zurich — ETH — im Buro von Prof. Minkowski

,,und jetzt brauche ich nur noch das Sandwich-Produkt
n r n auszurechnen. Fir den oberen, griinen Hyperbel-

ast sind dies ... /\i\/xz —16

nrn=(cos22,5°e +sin22,5°e,) (xe;+ye,)n

= ((x c0s 22,5° +y sin 22,5°) 1
+(—x8in 22,5° + y cos 22,5°) e;e,) n

... und wenn 1ch y schreibe muss ich mich noch nicht
fiir ein Plus oder Minus dieser beiden Hyperbelteil-

aste entscheiden.*
105



Zurich — ETH — im Buro von Prof. Minkowski

,,und kleiner schreiben sollte ich auch, wo 1st denn all*
der Platz hin auf diesem Stiick Papier?*

nrn
= (cos 22,5° e; +sin 22,5 e,) (x e, +y €,) n
= ((x cos 22,5° +y sin 22,5°) 1 + (— x sin 22,5° + y cos 22,5°) e,e,)
(cos 22,5° e, +sin 22,5° e,)

= (x cos? 22,5° + y sin 22,5° cos 22,5° — x sin? 22,5° + y sin 22,5° cos 22,5°) e,
+ (x sin 22,5° cos 22,5° + y sin? 22,5° + x sin 22,5° cos 22,5° —y cos? 22,5°) e,

= (x (cos? 22,5° —sin? 22,5°) +y 2 sin 22,5° cos 22,5°) ¢,
+(x 2 sin 22,5° cos 22,5° +y (sin? 22,5° — cos? 22,5°)) e,

= (x cos 45° +ysin45°) e; + (x sin 45° —y cos 45°) e
1 2

1 1
=Sty et Sy e 106



Zurich — ETH - im Buro von Prof. Minkowski
. 1 1
,,Aha, bei nrn=ﬁ(x+y)e1+ ﬁ(x—y)e2
haben wir also eine neue x- und y-Komponente von
1
Xneu — ﬁ (X T Y)

_ 1.
und Yoeu — N (X Y)
weil unser neuer Vektor doch als

l‘neu —nrn-= Xneu e1 T Yneu e2

geschrieben werden kann. Und das passt doch prima,

well, weil, also ...*
107



Zurich — ETH — im Buro von Prof. Minkowski

_1
,,Also X ey = NG (x+vy)
_ 1
und Yioeu — V2 (X Y)

passen doch prima, weil ich das doch multiplizieren
kann. Und die dritte Binomische Formel haben wir
ja auch noch ...

Xneu Yneu = (X + y) = (X—Y)

=~ (- y?)

108



Zurich — ETH — im Buro von Prof. Minkowski

,,Und vorhin, da beim Quadrieren, da war ja
yP=x>—16
Das hitte ich mal lieber als ~ x*—y* =16

schreiben sollen, so dass ich damit jetzt
1 1
Xneu Yneu — E (X T y) E (X - Y)
1
= (x2 — y2)
2

=3 109

alles ordentlich zusammenfassen kann.*



Zurich — ETH — im Buro von Prof. Minkowski

Und da strahlt Prof. Minkowski lber‘s ganze Gesicht

und freut sich und klatscht sich auf die Schenkel und

freut sich: ,,Ist das nicht eine wunderschone, ganz ex-
quisite Hyperbel! Eine ganz, ganz echte, wunderbare
Hyperbel ...

X =8

neu Yneu

8

— —
Yneu Xneu
,,... eine hiibsch platzierte Hyperbel, bei der die neuen
x- und y-Achsen ganz dolle Asymptoten sind!“ Und er
klatscht sich nochmal auf die Schenkel und freut sicH’?
noch viel mehr!



Zurich — ETH — im Buro von Prof. Minkowski

Doch dann runzelt er die Stirn: ,,Nein, in einer Klausur
kann ich das nicht bringen. Das 1st doch nur eine
Reflexion. Fiir eine Klausur 1st das zu, zu ... (er sucht
nach dem richtigen Wort.) Fiir eine Klausur ist das, ich
weilld auch nicht, ich sollte besser eine Rotation in der
Klausur abfragen. Das sicht einfach besser aus!

Wenn der Einstein und die Mileva mal eine Rotation
ausrechnen sollen, dann werden die aber staunen!
Vielleicht sollte ich die komische Hyperbel lieber
drehen statt spiegeln, das geht doch auch!

Und dann schaut er wieder auf die Zeichnung von Alberf 77
und Mileva ...
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Zurich — ETH — im Buro von Prof. Minkowski

Und dann schaut er wieder auf die Zeichnung von Albert
und Mileva und dann schaut er wieder auf seine eigene
Skizze und dann andert er in seiner eigenen Skizze die
Farben: ,,So, der griine Hyperbelteil soll nach der
Drehung weiter nach oben zeigen. Also griin bleibt
oben. Und der rote Hyperbelteil soll gefalligst nach
unten zeigen. Rot bleibt unten. Das will ich jetzt so!“
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Zurich — ETH — im Buro von Prof. Minkowski

Und er griibelt: ,,Ich drehe also die urspringliche Hy-
perbel jetzt um 7w/4 = 45° entgegen dem Uhrzeiger-
sinn. Da brauche ich dann ja auch zwe1 Reflexionen
daftr.*

Und weiter denkt er sich: ,.Die beiden Reflexionsachsen
miissen ja dann einen Winkel von genau der Halfte von
45° einschlieB3en, also habe ich ©/8 = 22,5°. Wenn ich
jetzt dann die x-Achse als erste Reflexionsachse
nehme, kann ich ja die schon eingezeichnete blaue
Reflexionsachse ganz einfach recyceln und als zweite

Reflexionsachse nehmen.‘
115

Und wieder nimmt er seine Farbstifte und erganzt.



Zurich — ETH — im Buro von Prof. Minkowski

Und wieder nnmmt er seine Farbstifte und ergianzt mit
dem blauen Stift ,,zweite Reflexionsachse®.

Und mit einem weiteren Farbstift und einen grof3en, sehr
groBBen und unhandlichen, ganz, ganz schweren Holz-
lineal zeichnet er auch die neue erste Reflexionsachse
ein.
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Zurich — ETH — im Buro von Prof. Minkowski

Und dann macht Prof. Minkowski eine Pause und trinkt
emne Tasse schwarzen Kaffee, ganz ohne Zucken und
ganz ohne Milch.

Und er sinniert: ..Ich konnte mit kithner Kreide vier
Weltachsen auf die Tafel werfen! Rein als Geschenk
von oben, als Begleitumstand des Umstandes der Be-
wegung! ... Oho, das klingt gut, das muss ich mir
merken, das muss ich mir gleich aufschreiben, fiir
einen meiner Vortrage!*

118



Zurich — ETH — im Buro von Prof. Minkowski

Tatsachlich hat Prof. Minkowski seine kiihne Kreide
nicht vergessen und 1n Coln genau das gesagt:

Wolfgang Trageser (Hrsg.): Das Relativitats-
prinzip. Eine Sammlung von Originalarbeiten
zur Relativitatstheorie Einsteins. 2. Auflage,
Springer Spektrum / Springer Nature 2018, ab-
gedruckt auf den Seiten 65 — 83.

Dafiir hiatte er wahrlich den Literatur-Nobelpreis ver-
dient, und den Physik-Nobelpreise natiirlich auch, aber
den hat ithm schon Einstein vor der Nase wegge-

schnappt. 119



Zurich — ETH — im Buro von Prof. Minkowski

Nach seiner Kaffeepause uberlegt Prof. Minkowski wei-
ter: ,,Die erste Reflexion 1st ja einfach. Der Reflexions-
vektor in Richtung der x-Achse ist doch nur

n; =¢
Dann wird die erste Reflexion recht simpel einfach nur
nrn; =e (xe tye)e
= X €1€1€; Ty €,€,€;
=Xe/ —ye,

sein. 120



Zurich — ETH — im Buro von Prof. Minkowski

,,und fur die zweite Reflexion schreib® ich mir einfach
nur das von vorhin ab. Den zweiten Reflexionsvektor

d+eq

2 242
=%\/2+\/E el+%\/2—\/§ e,

n

= c0s 22,5° e¢; +sin 22,5% e,
kenn® ich ja auch schon.

121



Zurich — ETH — im Buro von Prof. Minkowski

Und so schreibt Prof. Minkowski einfach ab. Dabei
passt er natirlich auf, dass das Minuszeichen vor dem y
nicht verloren geht:

n,n, rn, n,=(cos 22,5° e, +sin 22,5 e,) (x ¢; —y €,) n,
= ((x cos 22,5° —y sin 22,5°) 1 + (— x sin 22,5° —y cos 22,5°) e,e,)
(cos 22,5° e; + sin 22,5° e,)
= (x cos? 22,5° —y sin 22,5° cos 22,5° — x sin? 22,5° — y sin 22,5° cos 22,5°) ¢,
+ (x sin 22,5° cos 22,5° — y sin? 22,5° + x sin 22,5° cos 22,5° +y cos? 22,5°) e,
= (x (cos? 22,5° —sin? 22,5°) —y 2 sin 22,5° cos 22,5°) e,
+(x 2 sin 22,5° cos 22,5° +y (cos? 22,5° —sin? 22,5°)) e,

= (x cos 45° —y sin45°) e; + (x sin 45° + y cos 45°) e
1 2
) ) 122
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Zurich — ETH — im Buro von Prof. Minkowski

Das 1st jetzt fast ein D¢&ja-vu (das 1st ein deutsches Wort,
steht so in meinem Duden von 1996 drin, mit Akzenten,
ich schwore, 1st die 21. und vollig neu bearbeitete Auf-
lage, dort auf S. 204!) ... Das ist also jetzt fast ein Déja-
vu-Erlebnis fiir Prof. Minkowski:

,2Aha,betr  n, nlrnlnzzrli(x—y) e, + \/—g(ery) e,
haben wir also eine neue x- und y-Komponente von
1
Xneu — ﬁ (X _ Y)

1 (14
und Ynew = 75 (x+y) 123



Zurich — ETH — im Buro von Prof. Minkowski

,,Und das passt ja jetzt auch wieder prima, weil 1ch die
beiden neuen Koordinatenwerte

1
Xneu — ﬁ (X — Y)

1
und Yneu — ﬁ (X + Y)

einfach wieder multiplizieren kann. Und die dritte Bi-
nomische Formel haben wir ja auch noch ...

1 1
Xneu Yneu — ﬁ (X _ Y) ﬁ (X ™ Y)

=~ (—y?)
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Zurich — ETH — im Buro von Prof. Minkowski

,,Das 1st doch jetzt absolut der gleiche Zusammenhang
wie bel der einfachen Reflexion. Wenn jetzt noch

x> —y* =16
gesetzt wird, dann 1st wieder
1 1
Xneu Yneu — ﬁ (X — Y) ﬁ (X T Y)
— % (x2 - y?)
2
=8

125
alles ordentlich zusammengefasst.*



Zurich — ETH — im Buro von Prof. Minkowski

Und da strahlt Prof. Minkowski wieder uber sein ganzes
Gesicht und freut sich wieder und klatscht sich wieder
auf die Schenkel und sagt zu sich selbt: ,,Ist das nicht
wieder eine wunderschone, ganz exquisite, hochst
elegante Hyperbel! Eine ganz, ganz echte, wunderbare
Hyperbel ...*
X =8

neu Yneu

8

: YHeu =
Xneu

Und er ist zufrieden: ,,Die x- und y-Achsen sind jetzt
wieder ganz dolle Asymptoten! 126



Zurich — ETH — im Buro von Prof. Minkowski

Und nur zur Probe, ob das wirklich alles klappt, nimmt
Prof. Minkowski den pseudo-Euklidischen Vektor

a,=3e,+5e¢
von Albert und Mileva, macht den Euklidischen Vektor

a,=3e,+5e,=5¢,+3e,

daraus und rechnet erst mit seiner Reflexionsformel vom
ersten Versuch und dann mit seiner Rotationsformel die
neuen Positionen dieses Vektors nach und radiert und
zeichnet alles 1n seine Skizze und radiert und zeichne} 27
und radiert.



Reflexion von a,

Er hat also: a,=5e,+3e, =

< X
Il
W W

1 1
Aus nrn=ﬁ(x+y)e1+ ﬁ(x—y)e2
folgt dann
na2n=\/—1§(5+3)e1+ \%(5—3)(32
=42 e, +V2 e,

mit X ., =42
Ynen = V2
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Reflexion von a,

> <

Reflexionsachse
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> <

Reflexion von a,

Reflexionsachsg/
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Rotation von a,

Er hat also: a,=5e;,+3e, =

X =15
y =73
Aus nznlrnlnzzx/—lz(x—y)eﬁr\/—g(ery)ez
folgt dann
n2n1a2n1n2=\/—1§(5—3)e1+\/—15(5+3)ez
Z\/Ze1+4\/§ez
mit X o =V2
Yne = 4 V2
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Rotation von a,

zweite

Reflexionsachse
132




> <

Rotation von a,

zweite

Reflexionsachse
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Zurich — ETH — im Buro von Prof. Minkowski

Da 1st Prof. Minkowski nun wirklich glicklich und
schreibt auf seinen Zettel fur den Vortrag in Coln noch
ein paar weitere Satze auf:

,,D1e zweite Gruppe straft man am liebsten mit Ver-
achtung, um leichten Sinnes dartiber hinwegzu kom-
men, sie zu komponieren, gibt uns zu denken auf. ...
Es hat niemand einen Ort anders bemerkt als zu einer
Zeit, emne Zeit anders als an einem Ort. ... Ich respek-
tiere aber noch das Dogma, sie macht zudem die Reise
der Erde 1m All, eine grof3ere Abstraktion tut dem

Mathematiker nicht wehe.*
134

Oh wehe, wehe, Coln wird ein Karneval!



Zurich — ETH — im Buro von Prof. Minkowski

Und mitten in seinem Biiro steht er nun und daklariert,
sein grol3es Holzlineal wie einen Dirigentenstab schwin-
gend:

,,Nun, da die Mathematik hier nur mehr Treppenwitz
bekundet, bleibt ihr doch die Genugtuung, dass sie
dank ihren gliicklichen Antezedenzien mit ihren in
frerter Fernsicht gescharften Sinnen die tiefgreifenden
Konsequenzen einer solchen Ummodelung unserer
Naturauffassung auf der Stelle zu erfassen vermag.

Oh wehe, wehe, Coln wird ein Karneval!
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Nachtrag

Und da musste ich schon wieder in den Duden schauen,
aber da stand‘s nicht drin, der Duden von 1996 war zu
modern, aber 1n emmem Fremdworterlexikon von 1977,
herausgegeben von Gerhard Wahrig, irgendeine Lizenz-
ausgabe mit Genehmigung des Bertelsmann-Verlags, da
war dieses Wort auf S. 50 zu finden:

An-te'ze-dens (n; -, -'den-zi-en) 1 Grund, Ursache,
Vorausgegangenes 2 Prédmisse 3 (nur Pl.; 1) Vorleben
[<lat. antecedens, Part. Prds. zu antecedere ,,voraus-
gehen®]
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