Didaktik der Physik
Fruhjahrstagung — Bonn 2020

Die komplexe Konjugation aus physikalischer Sicht

Martin Erik Horn

Hochschule fiir Technik und Wirtschaft Berlin
FB 2: Ingenieurwissenschaften — Technik und Leben (Campus Wilhelminenhof)
hornmar@htw-berlin.de

Kurzfassung

In mathematischen Lehrbiichern wird in der Regel darauf verwiesen, dass die Multiplikation einer
komplexen Zahl b mit einer komplex konjugierten zweiten Zahl a* kommutativ ist: a*b = ba*.

Im Kontext einer physikalisch gepragten Geometrischen Algebra kann jedoch eine alternative
Sichtweise motiviert werden: Die komplexe Konjugation wurde erfunden, um nicht-kommutative
Strukturen durch kommutative Gré3en ausdriicken zu kénnen. Tatsachlich modelliert das oben ge-
nannte Produkt eine nicht-kommutative Multiplikation in Form von a*b # b*a.

Fazit: Die komplexe Konjugation wird derzeit in Schule und Hochschule mit Hilfe eines Trugbilds
vermittelt, das einen sachangemessen mathematischen Einsatz der komplexen Konjugation er-

schwert.

1. Uberblick

Dieses Paper ist ein Versuch, den Symmetriebegriff
im Kontext zuerst der komplexen und spéter dann
der quaternionenartigen Konjugation zu hinterfra-
gen. Dabei wird versucht, bisherige Resultate und
Verdffentlichungen [1], [2], [3], [4] so zu ordnen
und zusammenzustellen, dass die tiefere Motivation
fur das Tun des Autors sichtbar wird.

Ein zentraler Motivationspunkt wird zu Ende der
Beitrdge [1] und [4] deutlich ausformuliert: ,,Wie
soll die Menschheit jemals das physikalische Ver-
halten von Wahrscheinlichkeitsdichten in der Quan-
tenmechanik verstehen, wenn die Mathematik alles
tut, die dahinter stehenden Symmetrien zu verber-
gen?*

Und dies ist das zentrale Anliegen dieses Beitrags —
Symmetrie. Der Autor geht davon aus, dass die
Nutzung der komplexen Konjugation das Symmet-
rieverhalten zusammengesetzter Systeme verschlei-
ert. Die komplexe Konjugation verhindert (oder
erschwert zumindest) das mathematische Verstand-
nis unserer Welt. Dies soll im folgenden erlautert
werden.

2.Zwischen allen Stiihlen

Im Laufe der Jahre ist der Autor dieses Beitrags —
origindr aus der Physik und der Physikdidaktik
kommend — immer weiter in die Mathematik und
eine unmathematische Mathematikdidaktik abge-
rutscht.

Dort sitzt er nun, zwischen allen Stihlen - frei und
eingeklemmt zugleich.

Eingeklemmt, weil man sich schlecht bewegen kann,
wenn aus der Mathematik kommende Kolleginnen
und Kollegen beim Blick auf die Dinge, die ich so
treibe, feststellen: Das ist doch keine Mathematik
und keine Mathematikdidaktik, sondern schndde
(das Wort verwenden sie nicht, aber es klingt durch),
also lediglich schndde Physik und Physikdidaktik.

Und von Kolleginnen und Kollegen aus dem physi-
kalischen und physikdidaktischen Bereich kommt
beim skeptischen Blick auf die Dinge, die ich so
treibe, die Einschatzung: Das ist doch keine Physik
und keine Physikdidaktik, sondern schndde (das
Wort verwenden sie nicht, aber es klingt durch), also
lediglich schndéde Mathematik und Mathematikdi-
daktik.

Ich kann mich also kaum in die eine Richtung bewe-
gen, ohne denen auf der anderen Seite Anlass zu
einem noch starkerem Naserimpfen zu bieten. Und
ich kann mich kaum in die andere Richtung bewe-
gen, ohne der einen, ersten Seiten Anlass zu noch
stérkerem Stirnrunzeln zu geben.

Ein typisches Beispiel ist die Reaktion auf meinen
Beitrag [1], den ich als Entwurf zur Publikation bei
den Mitteilungen der Gesellschaft fiir Didaktik der
Mathematik (MGDM) eingereicht habe. Die Riick-
meldung kam prompt und innerhalb kiirzester Zeit:
»Vielen Dank fiir die Einreichung Ihres interessan-
ten Beitrags. (...) Einstimmig waren die Kollegen
der Meinung, dass der mathematikdidaktische Fokus
fehlt. Zum gréReren Teil wird die Physik(Didaktik)
angesprochen. Sie gehen insgesamt ganz wenig auf
unser Kerngebiet ein, ...« [5].
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Eine Publikation des Beitrags wurde folglich abge-
lehnt.

Dabei war ich mir doch relativ sicher, dass ich in [1]
Uber den Satz des Pythagoras, Uber komplexe Zahlen
und die komplexe Konjugation geschrieben habe.
Erklaren Sie mal einem Physikdidaktiker oder einer
Physikdidaktikerin, dass das keine originare Mathe-
matik oder Mathematikdidaktik sei, sondern Physik
oder Physikdidaktik. Er oder sie wird sie auslachen!

Und deshalb erwarte ich von den physikalisch und
physikdidaktisch gepragten Leserinnen und Leser
dieses Beitrags zur komplexen Konjugation, der bei
PhyDid, also einer physikdidaktisch ausgerichteten
Internet-Zeitschrift als Tagungsbeitrag erscheinen
soll, eine ahnliche Reaktion mit dem Tenor: Das
alles gehort doch hier nicht hin!

Meine recht deutliche und vielleicht auch freche
Antwort darauf ist: Doch, tut es! Fr gelegentlich als
nicht ausreichend zuriickhaltend (also irgendwie als
frech) empfundene Formulierungen muss ich mich
sicher entschuldigen. Gleichzeitig muss ich aber
auch sagen: Es geht nicht anders in einem drdgen,
Grenzen und geistige Barrieren errichtenden Wis-
senschaftsbetrieb wie dem unseren hier in Deutsch-
land.

Ja, ich nehme die Dinge, die mich im Laufe meines
Lebens gepragt haben, aus der Physik und Physikdi-
daktik mit und trage sie in die Mathematik und Ma-
thematikdidaktik hinein. Es ist eine Grenziber-
schreitung, die in einer leider wieder mehr und mehr
durch Grenzen geprégten Welt nicht goutiert wird.

Ein Beispiel ist mein Umgang mit dem Begriff der
Agquivalenzumformung. Fiir Mathematikerinnen und
Mathematiker ist dieser Begriff untrennbar verbun-
den mit einer Gleichheit von Ldsungsmengen [6].
Wenn eine erste Gleichung eine Losungsmenge
aufweist und in eine zweite Gleichung Uberfihrt
wird, dann sind die erste und die zweite Gleichung
aus Mathematikersicht &quivalent, wenn die L06-
sungsmenge der ersten Gleichung und die Lésungs-
menge der zweiten Gleichung identisch sind.

Fur mich als Physiker und Physikdidaktiker ist beim
Blick auf die Aquivalenz etwas anderes zentral: Das
Gleichheitszeichen in der Mitte der Gleichung.
Aquivalenz bedeutet Gleichheit von linker und rech-
ter Gleichungsseite. Fir mich als Physiker und Phy-
sikdidaktiker ist also entscheidend, dass diese Aqui-
valenz der Gleichungsseiten bei einer Umformung
erhalten bleibt.

Sind nach einer Umformung die neue linke Seite
und die neue rechte Seite einer Gleichung wieder
gleich und somit &quivalent, so sind wir als Physike-
rinnen und Physiker zufrieden. Die Lésungsmengen
dirfen sich dabei auch verdndert haben, ohne dass
fur uns Physikerinnen und Physiker gleich die Welt
zusammenbricht.

Beim Quadrieren passiert das zum Beispiel. Und in
diese Richtung habe ich in meinem Paper [1] auch
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gedacht, was flir echte Mathematikerinnen und Ma-
thematiker natlrlich ein Graus ist.

Oder um es noch Uberspitzer zu sagen: Fur uns als
Physikerinnen und Physiker bricht keine Welt zu-
sammen, wenn sich die Ldsungsmenge bei einer
Umformung &ndert. Wir als Physikerinnen und Phy-
siker haben die Erfahrung gemacht, dass sich durch
solch eine Anderung der Lésungsmenge neue Wel-
ten 6ffnen.

Nicht anders deuten wir die Entdeckung der Anti-
Materie durch Dirac. Gleichungen, deren linke und
rechte Gleichungsseiten &quivalent waren, wurden
von Dirac umgeformt in eine Gleichung, bei der die
Aquivalenz von linker und rechter Gleichungsseite
erhalten blieb, die aber eine weit gréRere Ldsungs-
menge aufwies. Das war die Geburt des Positrons.
Und dieses Ereignis prégt die physikalische Welt
noch heute — und sie pragt uns natirlich auch ma-
thematisch, ob das nun echten Mathematikerinnen
und Mathematikern geféllt oder nicht.

3. Unmathematische Mathematikdidaktik

Uberhaupt: Was ist echte Mathematik? Was ist echte
Mathematikdidaktik? Wahrscheinlich habe ich da
recht wenig Ahnung. Schlieflich habe ich Physik
mit Nebenfach Chemie studiert, so dass ich man-
gelnde Mathematikkenntnisse immer durch man-
gelndes Studium entschuldigen kann.

Dass ich dann irgendwie in die Mathematik und
Mathematikdidaktik reingerutscht bin und heute
fachhochschulische Mathematikkurse gebe ist kaum
mehr als Zufall und keineswegs Folge einer ausge-
kltigelten Lebensplanung.

Ich war und bin halt Physiker und Physikdidaktiker
und habe diese Physikdidaktik auf meiner Reise in
die Mathematikdidaktik mitgenommen. Und folglich
unterrichte ich heute meine Mathematikkurse so, wie
ich friher auch meine Physikkurse unterrichtet habe:
sehr physikdidaktisch.

Feynman hat den Unterschied zwischen mathemati-
schem und physikalischem Unterrichten ja einmal
sehr priagnant auf den Punkt gebracht: ,Heute besit-
zen wir nicht die Fahigkeit, einem Studenten zu
zeigen, wie er Physik physikalisch verstehen kann!
Wir kdnnen die Gesetze aufschreiben, aber wir kén-
nen immer noch nicht sagen, wie man sie physika-
lisch versteht. Mangels einer Ausdrucksmdglichkeit
ist der einzige Weg, Physik physikalisch zu verste-
hen, auch heute noch der langweilige Babylonische
Weg, viele Beispiele zu machen, bis man es verstan-
den hat“[7, S. 70].

Und genau so unterrichte ich jetzt meine Mathema-
tikkurse: Ich mache Beispiele Uber Beispiele und
noch mehr Beispiele, bis meine Studenten das gene-
relle Prinzip dahinter verstanden haben. Das ist
naturlich fur echte Mathematiker unertraglich.

Echte Mathematikerinnen und echte Mathematiker
betreiben echte Mathematik, indem sie Axiome
aufstellen, aus diesen Axiomen jede Menge logische



Schlussfolgerungen ziehen und so sehr, sehr syste-
matisch ein sehr, sehr elegantes und gleichzeitig ein
sehr, sehr fragiles Gedankengebdude errichten.

Fragil ist dieses Gedankengebdude natirlich da-
durch, dass man einfach ein bisschen an den Axio-
men wackeln muss, eine klitzekleine, unscheinbar
nebensichliche Anderung an einem Axiom bewirkt
schon, dass das gesamte Gedankengebaude einzu-
stirzen droht. Insofern ist die Mathematik ein recht
schwankendes, vollig freischwebendes und absolut
haltloses Tun.

Und diese Haltlosigkeit ist der tiefere Grund fir die
Eleganz der modernen Mathematik. Mangels Fun-
dament missen die Mathematikerinnen und Mathe-
matiker auf eine andere, sehr sublime Grole ver-
trauen, der sie ihre gesamte Uberzeugungskraft
schulden: der Asthetik.

Die von der Mathematik errichteten Gedankenge-
baude sind so schon, so brillant, so phaszinierend
betérend hiibsch, hiibscher und tausendfach Kitschig-
hiibsch, so dass sie aus Mathematikersicht einfach
nur wahr und nichts anderes als wahr sein kénnen.

Der wohl wirklich einzige Grund, weshalb Mathe-
matikerinnen und Mathematiker an ihre Mathematik
glauben dirfen, ist deren innere Schonheit. Etwas
anderes haben sie nicht, seit Gddel nicht einmal
mehr die innere Widerspruchsfreiheit, auf die sie
naturlich immer hoffen und vordergrindig verwei-
sen [8].

Und das Komische ist: Als ich nach meiner Reise in
die Mathematikdidaktik mit schwerem physikdidak-
tischem Ballast endlich in meinen Mathematikkur-
sen diverser Schulen und Fachhochschulen ange-
kommen war, musste ich feststellen: Die Physikdi-
daktik ist schon da. Sie heiflt dort nur nicht so.

Aber beim Blick auf das, was meine Kolleginnen
und Kollegen, die sich Mathematiklehrer oder Ma-
thematikdozenten nennen, so machen, sehe ich keine
Mathematik, keine echte Mathematik. Niemand
elaboriert an Schulen oder anwendungsorientiert
ausgerichteten Fachhochschulen (die sich heute
meist blasiert ,,Universities of Applied Sciences®,
also irgendwie fast Universitdten nennen) an echten,
mathematischen Axiomen, die per ausgekligelter
Beweisfilhrung schrittweise ber Theoreme hin zu
den nitzlichen Dingen des Lebens hochgeziichtet
werden.

Nein, Mathematiklehrerinnen und -lehrer an Schulen
und Fachhochschulen, Mathematikdidaktikerinnen
und -didaktiker aller Art betreiben diese niitzlichen
Dinge sofort und umstandslos. Die Schulmathematik
und die Fachhochschulmathematik sind Anwen-
dungsmathematik, die sich um die Grundlagen und
um axiomatische Fundierung nicht schert. Es ist
uberhaupt keine echte Mathematik!

Wir Physikerinnen und Physiker wissen ja, was wir
tun: Wir durchmessen die Welt mit unseren Experi-
menten auf der Suche nach neuen Theorien oder auf
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der Suche nach Bestatigung bereits existierender
Theorien oder fragiler Hypothesen. Dieses Messen —
man nennt es Experimentalphysik — ist einer der
wichtigsten Bestandteile unseres Tuns.

Eingebaut ist dies natdrlich in die auf Mathematik
basierende theoretische Rahmengebung, die das Ge-
messene logisch zu verkniipfen sucht.

Also: Messen ist Physik, logisches Theoretisieren ist
Mathematik — diese naiv-simple, holzschnittartige
Zuordnung kann die beiden Disziplinen in erster
Né&herung charakterisieren. Es ist ja eh‘ meistens so,
dass Protagonisten beider Disziplinen beides machen
und beides im Alltag nicht trennen.

Sie sollten dann aber auch so ehrlich sein und diese
fehlende Trennung anerkennen. Sie sollten nicht so
tun, als ob ,,Messen“ Mathematik sei — Messen ist
und bleibt ein Kernpunkt der Physik.

Und wenn dann in bundesdeutschen Bildungsstan-
dards der Mathematik durchgéngig an zentraler
Stelle als Leitidee L2 der Themenbereich ,,Messen*
auftaucht [9, S. 10], [10, S. 10], [11, S. 19], dann ist
das eindeutig kein mathematisches, sondern physi-
kalisches Tun (wobei im Oberstufenbereich die
Beschreibung der Leitidee ,,Messen* darauf hindeu-
tet, dass den Autoren unter Umstanden der Sinnge-
halt des Wortes ,,Messen™ nicht ganz klar ist: Zu
echtem ,Messen” bendtigt man in erster Linie
Messgeridte ... Also ich personlich messe Winkel
mit einem Geo-Dreieck und nicht mit dem Skalar-
produkt. Aber ich messe nattrlich auch manchmal
Streckenldngen mit Hilfe eines Lineals und nutze
dann ohne weitere Messung das Skalarprodukt zur
Berechnung des Winkels, also zur Interpretation von
Messergebnissen.)

Wie dem auch sei, ein Fazit muss gezogen werden:
Die schulische und fachhochschulische Mathematik
ist von physikalischem Tun durchsetzt und betreibt —
so wie auch ich — hauptsachlich Physikdidaktik.
Wahrhaft mathematisches Tun — echtes Beweisen —
kommt so gut wie gar nicht vor.

Echte mathematische Mathematikdidaktik trifft man
in der bundesdeutschen Lebenswirklichkeit hdchst
selten und meist wird — glucklicherweise — eine
unmathematische, physikalische Mathematikdidak-
tik betrieben. Und als ,,physikalische Mathematikdi-
daktik*“ sollten auch die folgenden Abschnitte be-
trachtet werden.

4.Konzeptuelle Fundierung

Also genug geschimpft! Hier geht es ja eigentlich
um GroReres: Die moderne, auf Grassmann [12],
Clifford [13], Peirce [14], Cartan [15, S. 43-45],
Riesz [16] und Hestenes [17], [18] aufbauende Vor-
stellung, dass Vektoren in unserer dreidimensiona-
len, Euklidischen Welt didaktisch zugénglich [19],
[20] am besten durch eine Linearkombination von
Pauli-Matrizen oy, o, und o, dargestellt werden kén-
nen:

ly=Xox+yoy+zo, {1}
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Um auch eine Diskussion von Quaternionen zu er-
moglichen, ist dariiber hinaus eine Betrachtung von
Vektoren einer vierdimensionalen, Euklidischen
Welt

lg=Woy+tXox+tyoy+zZo, {2}
sinnvoll, die ein zusatzliches Paulinisches Basisele-
ment o,, aufweisen. Alle diese Basisvektoren sind

Einheitsvektoren

6w =Gl = Gyz =c/=1 {3}

die geometrisch senkrecht zueinander stehen, was
algebraisch durch deren Anti-Kommutativitét

GxOy = — GyOx OyOw = — OyOyx
GyG; = — G;0y OyOw = — GyOy {4}
G;0x = — OxO; G;0w = — OwO;

ausgedriickt wird.

Dartiber hinaus ist fur physikalische Betrachtungen
eine Analyse raumzeitlicher Vektoren einer vierdi-
mensionalen, pseudo-Euklidischen Welt

re=Cty +Xyx+tyy+2y, {5}
hilfreich, die als Linearkombinationen der Dirac-
Matrizen

W=l yw=y=n'=-1 {6}
mit den tblichen Vertauschungsrelationen

Yy = — YyYx YxYw = — YwYx

YyYz = —Vzly TyYw =~ YwYy {7}

Y2Yx = = VxXVz YZfw = — TwYz

dargestellt werden kénnen. Dabei sind y; ein zeitarti-
ger und yy, vy SOWie y, raumartige Basisvektoren.
Eine geometrisch-algebraische Fundierung unserer
Welt, die auf den Strukturen {1} bis {7} aufbaut,
wurde bereits von Grassmann und anschlielend
Clifford vorgenommen, damals allerdings noch ohne
Nutzung einer Matrixdarstellung. Die wesentlichen
Beziehungen finden sich allerdings schon sehr klar
und sehr deutlich in ihren Beitragen [21], [22], [13]
ausformuliert.

5.Komplexe Zahlen

Um die Bedeutung des in Abschnitt 4 vorgestellten
Fundaments fur unsere Vorstellungen zum Begriff
der komplexen Zahlen aufzuzeigen, wird anfangs
auf Vektoren a und b

a=ay oy +ay oy b=b,ox+byo, {8}

des zweidimensionalen Raumes, die nur zwei Basis-
vektoren o, und o, besitzen, zuriickgegriffen.

Das Geometrische Produkt dieser beiden Vektoren
kann durch mittige Einmultiplikation des neutralen
Elements o’ = 1 gemaR [2, S. 904]

ab = (as oy + ay 5)) 55" (by O + by 5))
= (ax—ay oxoy) (by + by oy0y)
(ax—iay) (by+iby)
=(ac+ia)* (by+iby)
=a*b {9}
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auf Grund der Assoziativitdt mit einer komplexen
Multiplikation gleichgesetzt werden.

Fiur alle Skeptiker sei darauf verwiesen, dass die
Umbenennung des Bivektors o,oy in eine imaginare
Basiseinheit i

(oxo)’=i=-1 {10}
im Kontext einer zweidimensionalen Situation ledig-
lich eine sprachliche Namensanderung, jedoch keine
inhaltlich mathematische Umstellung bedeutet. Glei-
chung {9} zeigt eindeutig und unzweifelhaft, dass
die Geometrische Multiplikation zweier Vektoren a
und b im Zweidimensionalen der Multiplikation der
komplex konjugierten Zahl a* mit der zweiten kom-
plexen Zahl b entspricht. Die Produkte sind iden-
tisch. Und Herrgott nochmal, das ist keine Physik
[5], das ist Mathematik.

Aber in der Physik interessieren wir uns natdrlich
fur das Symmetrieverhalten der mathematischen
GrolRen, die wir nutzen. Wir vergleichen also die
beiden Produkte a b und b a miteinander.

Wir vergleichen ausdriicklich nicht a b und a b im
Sinne von

ab=a*b=ba*=ab {11}
da dies irgendwie trivial und nichtssagend wadre.
Natlrlich kommutieren die komplex konjugierte
Zahl a* und die komplexe Zahl b. Das bringt uns
aber nicht weiter und sagt nichts tber das Symmet-
rieverhalten aus, denn wir haben ja durch die kom-
plexe Konjugation ein zusatzliches Minuszeichen in
die ,,normale* komplexe Multiplikation a b = b a
zweier komplexer Zahlen a und b reingeschummelt.

Wir zerstéren durch dieses zusatzliche Minuszeichen
die vorhandene Symmetrie des Produkts a b und
betrtigen uns und unsere mathematische Umwelt [1],
wenn wir a* b als kommutativ ansehen.

a* b modelliert das Geometrische Produkt a b, und
um dessen Symmetrieverhalten zu verstehen, ver-
gleichen wir als physikalisch denkende Mathemati-
kerinnen und Mathematiker das Produkt {9} mit
dem in der Reihenfolge vertauschten geometrischen
Produkt

ba=b*a {12}
indem wir ein inneres Produkt

oxoy =1 mit

aob:%(ab+ba):%(a*b+b*a) {13}
und ein duBere Produkt
anb= %(abba): %(a*bb*a) {14}

(siehe [17], [18], [19], [23], [24]) konstruieren.

Die kanonische Zerlegung eines Geometrischen
Produkts aus zwei Vektoren a und b in ein kommu-
tatives inneres Produkt a e b und ein anti-kommuta-
tives duBeres Produkta A b

ab=aeb+asnb=a*b {15}



kann also auch vollkommen identisch mit Hilfe
komplexer Zahlen vorgenommen werden. Fazit: Mit
dem Produkt a* b sind die gleichen Symmetrieei-
genschaften verbunden wie mit dem Produkt a b.
Das Produkt a* b auf der linken Seite

a*b=b*a abzba {16}

ist auf absolut genau die gleiche Art und Weise
nicht-kommutativ wie das rechts stehende identische
Produkt a b.

6.Das Herrenduo Pascal und Pauli-Pascal

Noch deutlicher wird dieses Symmetrieverhalten,
wenn die gerade betrachteten Produkte in hdheren
Potenzen als Binomialentwicklungen dargestellt
werden.

Potenzen skalarer Binome ¢" = (p + )" oder vektori-
eller Binome, die aus parallelen, in die gleiche Rich-
tung weisenden Vektoren wie beispielsweise

c"=(P+0a)"=(pox+qoy {17}
zusammengesetzt sind, zeigen die Ublichen Binomi-
alkoeffizienten (siehe Pascal-Dreieck in Abb. 1),
wenn sie als Reihenentwicklungen dargestellt wer-
den:

= 1

ct= lp+1q

2= 1p*+2pq+1q’ {18}
¢’ = 1p°+3p°q+3pg+10’

c*=  1p*+4p’q+6p’d’+4pgi+1q’

¢°=1p°+5p°q+10p’q°+10p*c’ +5pq’ +1p°
Potenzen vektorieller Binome, die aus orthogonal
zueinander stehenden Vektoren wie beispielsweise
den Komponenten x = X o, und y = y o, eines belie-
bigen Vektors ryy des zweidimensionalen Raums
Mg=Xox+tyoy=X+y {19}
zusammengesetzt sind, weisen dagegen ein voll-
kommen anderes Symmetrieverhalten auf. Sie anti-
kommutieren und ein Viertel der Terme kompensiert

sich infolgedessen, wie in den Gleichungen {20} zu
sehen ist, gegenseitig zu Null.

Die Struktur der Koeffizienten entspricht dann der
eines Pauli-Pascal-Dreiecks [25], [26], das in Abb. 2
gezeigt wird. Diese Struktur ist eineindeutig mit dem
Symmetrieverhalten der binomisch zusammenge-
setzten GroRen verknipft.

1 7 21 35 35 21 7 1

Abb.1: Die Binomialkoeffizienten im Pascal-Dreieck.
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Fag = 1

Iy = 1x+1y

Fpl = 1x2+0xy+1y? {20}
g = IC+1x3y +1xy2+1y°

g = 1x+0xPy +2xy*+0xy* +1y*

e =1xX+1x'y+ 23y +2 Xy  +1xy* +1y°
Die Aussage ,Sind die GroBen kommutativ, ergeben
sich die Ublichen Koeffizienten des Pascal-Dreiecks®
ist also umkehrbar in: Wenn sich die Koeffizienten
des Pascal-Dreiecks ergeben, dann miissen die zu-
grunde liegenden GroRen kommutativ sein.

Ebenso kann die Aussage ,Sind die GroBen anti-
kommutativ, dann ergeben sich die Koeffizienten
des Pauli-Pascal-Dreiecks‘ umgekehrt werden in:
Wenn sich die Koeffizienten des Pauli-Pascal-Drei-
ecks ergeben, dann miissen die zugrunde liegenden
GroRen anti-kommutativ sein.

Unter Rickgriff auf diese Umkehrung ergibt sich fur
die sukzessive abwechselnd mit

Z=0xIMg=X+iy {21}
bzw.
Z*¥ = rpgox=X—1y {22}

multiplizieren komplexen Binome die folgenden
Reihenentwicklungen:

2= 1

z= Ix+1iy
*z= 1x*+0ixy + 1y {23}
27%7 = 13+ 1%y +1xy? +1iy°

*z7*z= 1xX*+0Cy+2xX3 +0ixy’ +1y"

L EIX LY+ 23 2y + A xyt + Ly
Die resultierenden Koeffizienten sind unschwer als
die des Paul-Pascal-Dreiecks erkennbar. Mithin

missen die zugrunde liegenden GroRen eine inha-
rent anti-kommutative Struktur besitzen.

Durch die Nutzung komplex konjugierter Faktoren
wird eine zuvor kommutative Struktur in eine anti-
kommutative Struktur Gberfiihrt. Das Symmetriever-
halten hat sich grundlegend geéndert.

Die komplexe Konjugation ist deshalb mitnichten
eine harmlose mathematische Umformung. Sie stellt
stattdessen einen massiven Eingriff in grundlegend-
ste Gestaltungsmuster unserer mathematischen Welt
dar.

1

1 1 3 3 3 3 1 1

Abb.2: Die Koeffizienten des Pauli-Pascal-Dreiecks.
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7.Quaternionen sind komisch

Um einen Bezug zu den Quaternionen zu erarbeiten,
kann das Geometrische Produkt zweier rein raumli-
chen Vektoren der GI. {2}

a=w;oy+tX 0xtyi10,+210; {24}
bzw.

b=w,oy+ X0+ Y,0y+ 2,0 {25}
erneut durch mittige Einmultiplikation des neutralen

Elements o,,” = 1 gemaR [2, S.906] umgeformt wer-
den:

ab=ac,’b
:(W10W+X10X+Y1Gy+216z)0w
Gw (Wy Oy + Xo Ox + Y Oyt 2, ;)

= (W1 + X1 040w + Y1 OyOw + 73 G;0w)
(W + X GOy + Y2 OwOy t 23 OwO7)
= (Wl — X1 OwOx — Y1 OwOy — 71 GWGZ)
(W2 + X2 GOy + Y2 OwOy + 2 GwG2)
:(Wl—ilxl—izlh—iﬂl) ) )
(W +ip X2 +ip Yo + i3 Z5)
(Wi X +ip vy +ig 20)*
(W +i1 X +ip Y2 + 3 29)
=a*b {26}
Die Geometrische Multiplikation zweier Vektoren a
und b des vierdimensionalen Raums kann also ein-
eindeutig mit der Multiplikation der konjugierten

quaternionenartigen Zahl a* und der quaternionenar-
tigen Zahl b gleichgesetzt werden.

Fur alle Skeptiker sei darauf verwiesen, dass die
Umbenennung der drei Bivektoren in die drei qua-
ternionenartigen Basiseinheiten

(cwox)* =i*=-1
(cwoy)* =i” =—1 {27}
(owo)? =i =—1
im Kontext dieser vierdimensionalen Situation ledig-

lich eine sprachliche Namensénderung, jedoch keine
inhaltlich mathematische Umstellung bedeutet.

Gleichung {26} zeigt eindeutig und unzweifelhatft,
dass die Geometrische Multiplikation zweier Vekto-
ren a und b im Vierdimensionalen der Multiplikati-
on der konjugierten quaternionenartigen Zahl a* mit
der zweiten quaternionenartigen Zahl b entspricht.
Die Produkte sind identisch. Und Herrgott nochmal,
das ist keine Physik [5], das ist Mathematik.

Aber in der Physik interessieren wir uns natirlich
fur das Symmetrieverhalten der mathematischen
GroRen, die wir nutzen. Wir vergleichen also die
beiden Produkte a b und b a miteinander.

Wir vergleichen jedoch ausdriicklich nicht a* b und
b a*. Das bringt uns nicht weiter und sagt nichts
Uber das Symmetrieverhalten aus, denn wir haben ja
durch die quaternionenartige Konjugation zusatzli-
che Minuszeichen in die normale Multiplikation
zweier quaternionenartiger Zahlen a b eingefiigt und
damit haben wir geschummelt. Und wir schummeln

OwOx = It mit
OwOy = Iy mit

Ows; = i3 mit
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falsch, wenn wir diese Schummelei nun auf einmal
beim zweiten Faktor vornehmen und nicht mehr
beim ersten.

Also: a* b modelliert das Geometrische Produkt a b,
und um dessen Symmetrieverhalten zu verstehen,
vergleichen wir als physikalisch denkende Mathe-
matikerinnen und Mathematiker das Produkt {26}
mit dem in der Reihenfolge vertauschten geometri-
schen Produkt

ba=b*a {28}
indem wir wie zuvor ein inneres Produkt

aob:%(ab+ba):%(a*b+b*a) {29}
und ein aulRere Produkt
anb= %(ab—ba): %(a*b—b*a) {30}

(siehe [17], [18], [19], [23], [24]) konstruieren.

Die kanonische Zerlegung eines Geometrischen
Produkts aus zwei Vektoren a und b in ein kommu-
tatives inneres Produkt a e b und ein anti-kommuta-
tives duBeres Produkt a A b

ab=aeb+asnb=a*b {31}
kann also auch vollkommen identisch mit Hilfe
quaternionenartiger Zahlen vorgenommen werden.
Fazit: Mit dem Produkt a* b sind die gleichen Sym-
metrieeigenschaften verbunden wie mit dem Produkt
a b. Das Produkt a* b auf der linken Seite

a*b=b*a abzba {32}

ist auf absolut genau die gleiche Art und Weise
nicht-kommutativ wie das rechts stehende identische
Produkt a b.

Quaternionen sind sublime, seltsam chamaleonartige
Strukturen. Im Kontext dreidimensionaler Raume
kdnnen sie mit der Bivektoralgebra [24, Abschnitt
2.4.2] identifiziert werden. Sie représentieren somit
eine Algebra orientierter Flachenstlcke.

Der Versuch von Hamilton, sie im Sinne einer Al-
gebra orientierter Strecken oder Vektoren zu deuten,
musste deshalb scheitern. Und auch der Versuch, sie
im Kontext vierdimensionaler Rdume zu nutzen,
fuhrt aufgrund des Vertauschungsverhaltens der
Basiseinheiten

il i2 =— i2 il = OwOxOwOy = OyOx * i3
ip I3 = — i3 i, = OWOyOWO,; = 0,04 # iy {33}
i3 i = — iy I3 = 6,,6,64,0x = 6xO; # Iy

zu einer quaternionenartigen Struktur, die als Abbild
des konzeptionellen Konflikts zwischen der Ideen-
gestaltung Hamiltons (als Teil einer dreidimensiona-
len Welt) und der weitsichtigeren ldeengestaltung
Grassmanns (geweitet als Teil einer vierdimensiona-
len Welt) gedeutet werden kann.

Quaternionen sind komisch und sie werden erst
durch die quaternionenartige Weiterung mathema-
tisch trittfest — verbunden allerdings mit der immer



vorhandenen Gefahr, durch eine Konjugation ins
konzeptionelle Straucheln zu kommen.

Soll dieses Straucheln verhindert werden, ist zu
empfehlen, quaternionische oder quaternionenartige
GroRen, die als Vektoren ryy dreidimensionaler
Ré&ume

rg=X+igy+i,z

ol (x+y OOy + Z 0,0;)
=ox(Xoxt+yo,+z0,)
= Ox Iad {34}
bzw. als VVektoren ruq vierdimensionaler Rdume
Mg =W+igX+ipy+izz
= 6,7 (W + X 0,0 + Y 040y + Z GyO7)
=ow(Woy+Xox+yo,+270)

= 0oy lNyq {35}
gedacht sind, in entsprechende Vektoren {1} bzw.
{2} der Geometrischen Algebra zu tberfiihren und
besser mit diesen geometrisch-algebraischen Vekto-
ren zu rechnen.

8.Raumzeitlich Relativistisches

Wie im vorangegangene Abschnitt gezeigt, flhrt
eine Nutzung quaternionenartiger Grof3en auf rein
rdumliche Vektoren (oder rein zeitliche, wenn man
ein Universum, in dem nur zeitliche Dimensionen,
aber keine rdumlichen existieren, sich vorzustellen
bereit ist).

Raumzeitliche Vektoren, die eine zeitliche Richtung
und drei rdumliche Richtungen im Sinne von Gl. {5}

asCliy+tXi vty tZiy, {36}
bzw.

b:CtZ’Yt+X2'YX+y2 ’Yy+Zz Yz {37}
besitzen, kdnnen durch mittige Einmultiplikation des
neutralen Elements v = 1 gemaR [2, S.906] umge-
formt werden:

ab=ay’b

=(Chye Xy Vi Yy 7)1
Ye(Coye+ Xy + Y2 vy + 2272)

= (Cty + Xo Yo + Y Yy¥e + 21 Y20
(Cta + Xo yevx + Va2 Yevy + 22 YiY2)

= (Cty — X1 Yevx — Y1 Yivy — Z1 VeY2)
(Ctz + Xo yarx + Y2 vivy + Z2 Yiv2)
=(h-hxi—hkYi-kz) _
(Cto+juXo + ]2 Y2 +J3 22)
=(Ctithxatyitisz)* _
(Co+jiXo+jo Yo +]s 22)
=a*b {38}
Die Geometrische Multiplikation zweier Vektoren a
und b der vierdimensionalen Raumzeit kann also
eineindeutig mit der Multiplikation der konjugierten
pseudo-quaternionenartigen Zahl a* und der pseudo-
quaternionenartigen Zahl b gleichgesetzt werden.

Die komplexe Konjugation aus physikalischer Sicht

Fur alle Skeptiker sei darauf verwiesen, dass die
Umbenennung der drei Bivektoren in die drei pseu-
do-quaternionenartigen Basiseinheiten

Yox=j Mt ()’ =hi=+1
vy=k  mit ()’ =R =+1 {39}
Y= Mt () =i’ =+1

im Kontext dieser vierdimensionalen Situation ledig-
lich eine sprachliche Namensanderung, jedoch keine
inhaltlich mathematische Umstellung bedeutet.

Und sprachlich sinnvoll ist es auch, die reellwertigen
BasisgroBen ji, j, und js, die nun nicht mehr zu mi-
nus, sondern zu plus Eins quadrieren, als pseudo-
quaternionenartige Basiseinheiten zu bezeichnen.

Gleichung {38} zeigt eindeutig und unzweifelhaft,
dass die Geometrische Multiplikation zweier Vekto-
ren a und b in der vierdimensionalen Raumzeit der
Multiplikation der konjugierten pseudo-quaterni-
onenartigen Zahl a* mit der zweiten pseudo-qua-
ternionenartigen Zahl b entspricht. Die Produkte
sind identisch. Und Herrgott nochmal, das ist nicht
nur Physik [5], das ist auch Mathematik.

Die zugrundeliegende logische Struktur, das ist die
Mathematik. Und die Bezeichnungen ,Zeit® und
»~Raum®, das ist die Physik. Sie diirfen aber auch
gerne ,,Bierseidel” oder ,,Besenkammer® dazu sagen
[27, S. 403], wenn Sie wirklich echte Mathematik
haben wollen.

9. Andersrum geht es auch

Das Highlight kommt zum Schluss. Bei den bisheri-
gen Beitrdgen zu diesem Themenbereich lautet das
Fazit in etwas so, wie es auch in der diesem Beitrag
beigefugten erweiterten englischen Fassung des
GDM-Papers [3] zu finden ist [29, S. 6]: ,,With
complex conjugation we are modeling anti-commu-
tative structures, which we hide behind illegitimate
commutativity.*

Diese Aussage kann jedoch auch in einer umgekehr-
ten Wirkungsrichtung getroffen werden: Mit Hilfe
einer Konjugation kénnen wir kommutative Struktu-
ren modellieren, die wir hinter einer illegitimen
Anti-Kommutativitidt verbergen, indem wir eben
wieder zusétzliche Minuszeichen in unsere Multipli-
kation einbauen und dadurch das Symmetrieverhal-
ten verschleiern.

Das geht beispielsweise so: Eine GroRe u werde als
eine Linearkombination eines zeitlichen Vektors u;
und eines rein zeitlichen Bivektors uy als

USUrye+ U ygr=jU+iur=uc+ur {40}
gedacht. Die beiden Basiselemente

=1 mit jZZYtzzleTz

i=yyr  mit  P=@e)’=-1 {41}
anti-kommutieren
Ji=yyr=—yymn=—1j {42}

so dass die Koeffizienten der Potenzen dieser GroRe
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u’ = 1

ul = lu+1ur

u’= 1uZ+0uur + 1 uf? {43}
ud= 1ud+1ulur +1uu+1ud

ut= 1uf+0ulur +2ului® +0uu +1up

wie erwartet die Struktur des Pauli-Pascal-Dreiecks
aufweisen. Die Grofe u ist ja aus zwei anti-kom-
mutierenden Termen zusammengesetzt.

Jetzt zerstoren wir die vorgegebene Anti-Kommu-
tativitat, indem wir per komplexer Konjugation

U*=Uy v —Upyiyr = Uy — i ur = uy— ur {44}
zusétzliche Minuszeichen in unsere Potenzen hin-

einmogeln:
u’ = 1
u= lu+1lur
u*u = 1u+2uur — 1 uf {45}
uuru=  1u’+3ulur-3uuls-1ud

uruu*u = 1ud +4ulur— 6 ulur® — 4 uur + Lugt
Die Struktur der Binomialkoeffizienten inklusive
Vorzeichengestaltung sieht jetzt genau so aus wie
bei den konventionellen komplexen Zahlenz=x + iy
{21}, wenn wir diese potenzieren:

2’ = 1

z' = 1x+1iy

2= 1X+2ixy -1y {46}
z’ = 13 +3ixty—3xy’—1iy’

= 1xX 4y -6 XY —dixy + 1y

Und von denen behauptet die Lehrbuch-Mathematik
ja auch, dass sie aus kommutativen Bestandteilen
zusammengesetzt seien.

Das neuerliche und endgiltige Doppel-Fazit lautet
also: Wenn wir eine komplexe oder quaternionische
Konjugation nutzen, kdnnen wir nicht nur anti-
kommutative Strukturen mit Hilfe kommutativer
Bausteine modellieren und so die zugrunde liegende
Anti-Kommutativitat verbergen.

Wir koénnen darliber hinaus auch kommutative
Strukturen mit Hilfe anti-kommutativer Bausteine
modellieren und so die zugrunde liegende Kommu-
tativitat verbergen.

Mit Hilfe von Konjugationen aller Art schummeln
wir die Symmetrien kaputt. Herzlichen Glick-
wunsch zum 475. Geburtstag der Komplexen Zah-
len [28, S. 143]!
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