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Kurzfassung
Die Position einer Masse kann gemessen werden und unterliegt Gesetzmäßigkeiten auf der
Basis von grundlegenden Wechselwirkungen zwischen Materie. Bei Objekten mit hohen
Dichten ist dabei die Gravitation dominant.
In der Quantenmechanik sind Messwerte jedoch nach der Heisenbergschen Unschärferela-
tion in Verbindung mit entsprechend komplementären Eigenschaften, wie Ort und Impuls
es sind, nicht exakt zu ermitteln. Somit können Objekte, anders als in der klassischen Me-
chanik üblich und oft auch ausreichend, für eine exakte Betrachtung nicht als Massenpunkt
angesehen werden. Sie haben vielmehr eine Massenverteilung.
In diesem Projekt wird nun das Gravitationspotenzial eines Teilchens in einem 3-
dimensionalen Raum unter Beachtung solch einer Massenverteilung numerisch berechnet.
Dazu wird eine selbst entwickelte Computersimulation verwendet. Des Weiteren werden
Eigenschaften dieses Potenzials wie auch der Wellenfunktion des Teilchens untersucht.

Abstract
The position of masses can be measured and is based on laws describing fundamental in-
teractions among matter. For objects at a very high density, the gravitational force is the
most important for describing their interactions. As a result from the Heisenberg uncer-
tainty principle, measurements of complementary properties cannot be exact, examples are
possition and momentum. Accordingly, such objects have to be investigated in terms of a
mass distribution. This is an essential difference to classical mechanics, viewing objects as
masses concentrated at a single point. Such a model is not exact, but sufficient in many fields
of physics, except quantum physics. This projecct numerically simulates the gravitational
potential of a particle in a 3-dimensional space. Thereby, a mass distribution instead of a
concentrated mass is modeled. For this purpose, a computer simulation has been developed.
As a result, properties of the gravitational potential and of the wave function of a particle
have been examined.

1. Einleitung
Mit der Entwicklung der Quantenphysik und
der Relativitätstheorie konnten viele physikali-
sche Phänomene besser beschrieben werden. Doch
stellte sich dadurch auch die Frage, wie man diese
beiden Theorien verbinden kann.

Gerade zum Beginn der Entwicklung des Uni-
versums hat die Gravitation vermutlich mit eine
entscheidende Rolle gespielt, weil die Dichte im
Universum damals sehr hoch war. [17] Daher ist
eine Antwort auf diese Frage hilfreich, wenn nicht
essenziell, für die Erklärung der Entstehung des
Universums.

Einen Ansatz für die Verbindung der beiden
Theorien bietet die Schrödinger-Newton Glei-

chung. Da sie eine nicht lineare Differenzialglei-
chung ist, bietet es sich zunächst an, sie numerisch
zu lösen und zu untersuchen. [1, S. 4]

2. Schrödinger-Newton Gleichung
Die Schrödinger-Newton Gleichung ist eine Ver-
bindung aus der Schrödingergleichung
stationär (allgemein):

E|Ψ〉 = Ĥ |Ψ〉 (1)

0Um die Ergebnisse in dieser Arbeit mit Messwer-
ten vergleichen zu können, wird, falls nicht anders be-
schrieben, eine 3-dimensionaler isotroper Raum be-
trachtet.
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stationär (mit Potential):

E ·Ψ(r) = − ~2

2m
·∆Ψ(r) + Epot(r) ·Ψ(r) (2)

und dem Newton’schen Gravitationsgesetz

FG(r) = γ · M ·m
r2

(3)

Funktionen, wie Ψ(r), werden mit Hilfe der Ku-
gelkoordinaten r, θ und ϕ definiert. Der Polar- und
der Azimutwinkel werden nur im Term der po-
tentiellen Energie verwendet, da sie für den Wert
der, aufgrund des isotropen Raums, radialsymme-
trischen Wellenfunktion Ψ(r) unwichtig sind. Sie
sind also lediglich für ein Integral der Wellenfunk-
tion von Bedeutung. Weiter stelltM die Masse des
gravitationsfelderzeugenden Objekts dar.m ist das
Objekt, dessen Wellenfunktion beschrieben wer-
den soll. Diese stellt eine Art Probemasse im Ein-
flussbereich von M dar.

Da M als Quantenobjekt nicht auf einen Punkt
konzentriert ist, muss es auch eine Massenvertei-
lung geben. Diese lässt sich durch

M(r) =

∫ r

0
4π ·M · x2 ·Ψ2(x) dx (4)

beschreiben. [siehe auch 1, S. 3]
Hier wird davon ausgegangen, dass die Wellen-
funktionen von M und m identisch sind. Daher ist
eine sinnvolle Interpretation, dass M und m das
selbe Objekt darstellen.

Daraus ergibt sich das Gravitationspotenzial:

Epot(r) =∫ r

0
γ ·
∫ x

0 M · 4π · y2 ·Ψ2(y) dy ·m
x2

dx (5)

Durch die Kombination der Gleichungen (2) und
(5) gelangt man zur Definition der Schrödinger-
Newton Gleichung. Diese gibt Aufschluss über
die Wellenfunktion eines einzelnen frei im Raum
befindlichen Teilchens mit Quanteneigenschaften,
das lediglich durch ein einzelnes radialsymmetri-
sches Gravitationsfeld beeinflusst wird.

Des Weiteren gilt

∆Ψ(r) =
D − 1

r
·Ψ′(r) + Ψ′′(r) (6)

für Ψ(r) in einem D-dimensionalen Raum [vgl.
16, S. 2, 7, 8, S. 1]. Bei der hier verwendeten DGL
ist D = 3 zu wählen.

Probemassen m

Zentrum von MΨ2(r) von M

Gravitationspotenzial

Abbildung 1: Visualisierung zur Definition der
Schrödinger-Newton-Gleichung

Bezeichnung Wert in SI-Einheit
Planck-Länge lP 1,616 · 10−35 m

Planck-Masse mP 2,176 · 10−8 kg

Planck-Energie EP 1,956 · 109 J

Tabelle 1: Liste einiger Planck-Einheiten
*Alle Werte in dieser Tabelle wurden Fundamental Physical

Constants [12] entnommen.

Außerdem werden r, m, M(r) und Ψ(r) durch
entsprechende Planckeinheiten dividiert und somit
skaliert. [8] (siehe Tabelle 1) Skalierte Werte wer-
den im Folgenden mit einer Tilde ˜ gekennzeich-
net. Die verwendete Differentialgleichung lautet
nun

Ψ̃′′(r̃) = 2m̃·(Ẽpot(r̃)−Ẽ)·Ψ̃(r̃)− 2

r̃
·Ψ̃′(r̃) (7)

[8] (für Epot siehe Gleichung 5)

3. Lösungsverfahren
Als Startwert wird davon ausgegangen, dass
Ψ̃(0) = Ψ̃0 und Ψ̃′(0) = 0. Ψ̃0 muss später an-
gepasst werden, um die Wahrscheinlichkeitsdichte
4π ·r2 ·Ψ2(r) zu normieren, kann anfangs aber auf
einen beliebigen Wert ungleich 0 gesetzt werden.
Hier wurde Ψ̃0 = 1 verwendet. Ψ̃′(0) = 0, damit
Ψ̃(r̃) auch im Ursprung stetig differenzierbar ist.

Da eine Berechnung von Ψ̃′′(r̃) anhand von
Ψ̃′(r̃) und Integralen dessen möglich ist, die je-
doch erst aus Ψ̃′′(r̃) ermittelt werden können, wur-
de hier das eulersche Polygonzugverfahren ange-
wandt.
Um Ψ̃′′(0) berechnen zu können muss weiter ange-
nommen werden, dass für 2

r̃ ·Ψ̃′(r̃) = a, r̃ = 0, a ∈
R, weil ansonsten eine Division durch 0 vorliegen
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würde. Hier wurde angenommen, dass a = 0 für
r̃ = 0.

Da der Energieeigenwert E noch unbekannt ist,
muss dieser zum Beispiel durch eine Intervall-
schachtelung systematisch ermittelt werden. Da
hier der Grundzustand des Probekörpers betrachtet
werden soll, wird versucht einen möglichst kleinen
Energieeigenwert zu finden.

Weiter muss die Wahrscheinlichkeitsdichte, wie
anfangs angesprochen, über den Raum normiert
werden. Dazu wird die Lösung der DGL zusam-
men mit der Ermittlung von E mehrfach durch-
geführt und jedes Mal der Startwert Ψ̃0 nach dem
Schema Ψ̃0,n+1 =

Ψ̃0,n√∫∞
0 4π·r̃2·Ψ̃2

n(r̃) dr
angepasst.

Zuletzt muss die Schrittweite des Polygonzugs
festgelegt werden. Ein Ziel das erfüllt werden soll
ist, die Laufzeit effizient genutzt wird und nicht zu
lange wird. Mögliche Wege dies zu tun lauten:

1. Die Schrittweite wird für jede Iteration will-
kürlich festgelegt.

2. Die Schrittweite für jede Iteration wird für ei-
ne einzelne Masse einmalig festgestellt. Die-
se Werte werden daraufhin für alle anderen
Massen übernommen.

3. Die Schrittweite wird angepasst, sodass ein
Abbruchkriterium, soweit möglich, nach ei-
ner festen Anzahl an Schritten des Algorith-
mus erreicht wird.

4. Die Schrittweite wird angepasst, sodass ein
Abbruchkriterium, soweit möglich, nach ei-
ner festen Laufzeit des Algorithmus erreicht
wird.

5. Die Schrittweite wird auf den kleinsten
durch einen bestimmten Datentyp darstellba-
ren Wert gesetzt.

Der Nachteil von Möglichkeit 1 ist, dass Ergeb-
nisse schlecht vergleichbar sind, da nicht genau be-
kannt ist, in welchem Rahmen eine Änderung der
Schrittweite auch Resultate ändert.

Möglichkeit 2 setzt eine andere Methode für die
Ermittlung der Schrittweite voraus, und ist schon
deshalb keine vollkommene Lösung. Zudem hat
sich im Laufe der Experimente mit dem Programm
ergeben, dass sich der Rechenaufwand für Berech-
nungen zu den hier verwendeten Massen, sowie
die Qualität der Ergebnisse zweier verschiedener
Massen, deutlich unterscheiden würde, weshalb ei-
ne Anwendung dieses Verfahrens nicht ratsam ist.

Die 3. und 4. Möglichkeit sind im Grunde sehr
ähnlich. So dürften sich bei einer konstanten An-
zahl an Rechenoperationen pro Zeiteinheit bei bei-
den Möglichkeiten auch ähnliche Lösungen erge-
ben.

Weiter zeigte sich durch die Verwendung der 3.
oder 4. Möglichkeit kein größerer Vor- oder Nach-
teil. Es besteht in beiden Fällen die Gefahr, dass
die Limitierung der Breite der simulierten Wel-
lenfunktion in Schritten eine freie Bestimmung
der Breite in Längeneinheiten unterbindet. Da die
Wahl der Schrittweite jedoch noch einen Freiheits-
grad für diese Breite darstellt, ist diese Gefahr ver-
mutlich als gering zu bewerten.
Durch die in den nächsten Abschnitten erläuterten
Vergleiche von anderen Ergebniswerten mit theo-
retischen Betrachtungen, wird diese Annahme ge-
stützt.

Ein kleiner Vorteil der 4. Möglichkeit gegen-
über der 3. Möglichkeit liegt in der teilweise durch
das Computersystem vorgegebenen mehr oder we-
niger zufälligen Veränderung der Zahl der Re-
chenoperation pro Zeiteinheit für die Simulation.
Diese entsteht durch Regelungen der Prozessorge-
schwindigkeit aufgrund der Temperatur und durch
die Aktivität anderer Prozesse. Dadurch sollte es
vermutlich zu leichten Streuungen in den Ergeb-
nissen der Simulation führen, welche zur Unter-
mauerung von Test genutzt werden können (siehe
Abschnitt 9).
Theoretisch könnte dies auch in die 3. Möglichkeit
eingebaut werden. Dies wurde hier allerdings nicht
gemacht.

Möglichkeit 5 ist unrealistisch, da sie zu einem
sehr hohen Rechenaufwand, oder durch Werte na-
he der Darstellungsgrenze des gewählten Daten-
typs zu ungenauen Berechnungen und somit zu
ebenfalls ungenauen Ergebnissen führen könnte.

Für die Untersuchung der Ergebnisse der Simu-
lation wurde die Masse eines Neutrons angesetzt,
da dieses keine elektrische Wechselwirkung auf-
zeigt und ein Quantenobjekt ist. Damit ist m̃ = m ·
1mP

−1 ≈ 1,67 · 10−27 kgmP
−1 ≈ 7,70 · 10−20

[10, 12]. Das hier angenommene Teilchen wird im
Folgenden als Neutronenmasse bezeichnet.

4. Energieeigenwert
Zunächst startet der Energieeigenwert bei ca.
5,22 · 10−15 EP . Mit voranschreitender Normie-
rung der Wahrscheinlichkeitsdichte fällt der Ener-
gieeigenwert jedoch bis zu einem Wert von ca.
4,40 · 10−84 EP (siehe Abbildung 2) ab. Der Wert

21



Carmesin, Carmesin

0 20 40
10−121

10−93

10−65

10−37

Normierungsschritt

E
/
E
P

Abbildung 2: Entwicklung des Energieeigenwerts
mit voranschreitender Normierung (rot: Niveau
des minimalen Energieeigenwerts)

scheint, wie zu erwarten, zu konvergieren.
Da der Verlauf im berechneten Intervall streng

monoton fallend ist, kann davon ausgegangen
werden, dass das Verfahren zur Normierung
der Wahrscheinlichkeitsdichte korrekt funktioniert
und nicht überreagiert.

5. Wahrscheinlichkeitsdichte
Die Wahrscheinlichkeitsdichte ist in der Quanten-
physik als das Quadrat der Wellenfunktion defi-
niert. Dies wäre hier Ψ2(r, θ, ϕ). Weil es sich je-
doch um einen isotropen Raum handelt, kann, wie
schon zuvor zu sehen war, der Term

4π · r̃2 · Ψ̃2(r̃) (8)

als Definition der Wahrscheinlichkeitsdichte ge-
nutzt werden. Somit muss die Wahrscheinlich-
keitsdichte nur einfach nach r̃ integriert werden,
um eine Aufenthaltswahrscheinlichkeit zu erhal-
ten. Zudem wird so erreicht, dass lim

r→∞
M(r) →

M und nicht gegen einen anderen Wert, der im
Sachzusammenhang wohl keinen Sinn macht.

Wie zu erkennen ist, befindet sich die Neutro-
nenmasse hauptsächlich auf einer Kugelschale um
den Ursprung herum und nicht im Ursprung (sie-
he Abbildung 3). Dies liegt daran, dass das Volu-
men nahe des Ursprungs sehr gering ist und da-
her auch bei einer hohen Wahrscheinlichkeitsdich-
te eine geringe Aufenthaltswahrscheinlichkeit vor-
liegt. Das Maximum dieser Funktion liegt bei r̃ ≈
1,32 · 1049. Das Integral dieses Graphen liegt bei
ca. 0,999 98. Die Normierung scheint also zu funk-
tionieren angesichts der Tatsache, dass das Integral
anfangs (E ≈ 5,22 · 10−15 EP ) bei 1,685 65 · 1051

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4
·1069

0

2

4

6

·10−69

r / lP

4
π
·r

2
·Ψ

2
(r

)
/
l P

−
1

Abbildung 3: Wahrscheinlichkeitsdichte einer
Neutronenmasse im 3-dimensionalen Raum (rot:
experimentell bestimmter Radius des Neutrons
(siehe Abbildung 4))

quadratisches Mittel des absoluten Ladungs-
radius des Neutrons:

√
|−0,1161 fm2|

lP
≈ 2,10 · 1019 lP

magnetischer Radius des Neutrons:

0,864 fm2

lP
≈ 5,35 · 1019 lP

Abbildung 4: experimentell ermittelter Radius ei-
nes Neutrons (nach zwei Definitionen, Messwerte
von Tanabashi u. a. [19])

lag.

Wie anhand der roten Linie zu sehen ist (sie-
he Abbildung 3), ist die Wahrscheinlichkeitsdich-
te jedoch nicht mit der realen Wahrscheinlichkeits-
dichte des Neutrons zu vergleichen. Angesichts der
Größenunterschiede ist auch nicht relevant welche
Definition für den Radius eines Neutrons (siehe
Abbildung 4) angesetzt wird.

6. Wellenfunktion

Angesichts des Verlaufs von Ψ2(r) (siehe Abbil-
dung 5) bietet sich ein Vergleich zwischen einer
Glockenkurve und dem Quadrat der Wellenfunkti-
on an.
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Abbildung 5: Verlauf von Ψ2(r) (schwarz) und
zwei Glockenkurven als Näherung dieser Funk-
tion (rot: Standardabweichung entspricht der von
Ψ2(r); blau: erster Wert entspricht Ψ2(0))
(f(r) steht stellvertretend für die abgebildeten
Funktionen)

Eine Glockenkurve sei definiert wie folgt:

ϕ(r) =
c1√
2πσ2

· exp

(
− r2

2σ2

)
(9)

c1, σ = const., c1, σ = R
Es stellt sich heraus, dass die aufeinander ge-

legten Funktionen zwar sehr ähnlich aussehen, je-
doch die berechneten Differenzen noch deutlich
sind (siehe Abbildung 6). Es ist zu sehen, dass die
rote Kurve, obwohl sie die gleiche Standardabwei-
chung, wie Ψ2(r) hat, anfangs eine relative Ab-
weichung von fast 6% hat. Auch das nicht gerich-
tete Integral der Differenz zum ermittelten Verlauf
von Ψ2(r) ist mit 6,09 · 10−139 lP

−2 höher als das
nicht gerichtete Integral der blauen Differenzfunk-
tion mit 3,99 · 10−139 lP

−2.
Durch das Einsetzten des Funktionsterms einer

Glockenkurve in die Schrödinger-Newton Glei-
chung kann diese Untersuchung zumindest in dem
Punkt, dass eine einfache Glockenkurve in der
Form, in welcher sie hier verwendet wurde, nicht
die Wellenfunktion des betrachteten Teilchens be-
schreibt, gestützt werden.

Es ergibt sich die Gleichung

r2 = 8σ4 ·m · Epot(r)− 6σ2 + 8 ·m · E (10)

Folglich müsste r2 ∼ Epot(r). Beobachtungen in
der realen Welt zeigen jedoch eindeutig, dass dies
nicht für alle Größenskalen gilt. So ist das Gravi-
tationspotenzial im Kosmos nicht als ein Parabel-
potenzial zu betrachten.
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Abbildung 6: Differenz zwischen Ψ2(r) und zwei
Näherungen dieser Funktion durch Glockenkur-
ven (rot: Standardabweichung entspricht der von
Ψ2(r); blau: erster Wert entspricht Ψ2(0)) (siehe
auch Abbildung 5)
(f(r) steht stellvertretend für die abgebildeten
Funktionen)

Da Unterschiede zu der ermittelten Funktion
nachweislich bestehen sollten, kann weiter ange-
nommen werden, dass die Unterschiede zwischen
Ψ2(r) und der hier verwendeten Näherung we-
nigstens in der Tendenz stimmen (Richtung, wo-
möglich aus Ausmaß) und nicht durch mangelnde
Genauigkeit des Verfahrens begründet sind.

Von den Erkenntnissen zum Quadrat der Wel-
lenfunktion unseres Probekörpers aus könnte nun
eine weitere Näherung entwickelt werden, um den
ermittelten Werten zu entsprechen. Dies gehört je-
doch nicht zum Umfang dieser Arbeit.

7. Potentielle Energie
Für ein Verständnis von Gravitation sind das Gra-
vitationspotenzial Φ(r) und die potentielle Ener-
gie Epot(r) hilfreich. Da ∆Epot(r) = m ·∆Φ(r),
m = const., reicht es zunächst aus nur eine der
beiden Funktionen zu betrachten. Im Folgenden
wird dies Epot(r) sein.

Zunächst bietet sich ein Vergleich zwischen der
ermittelten potentiellen Energie, sowie dem klassi-
schen Ausdruck für die potentielle Energie

Epot = −γ · M ·m
r

(11)

an.
Wie in Abbildung 7, sowie Abbildung 8
zusehen ist, ähneln sich diese beiden
Funktionen für größere r zunehmend.
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Abbildung 7: potentielle Energie einer Neutronen-
masse in ihrem eigenen Gravitationsfeld im 3-
dimensionalen Raum (schwarz) und zwei Nähe-
rungen dieser Funktion (rot: eine Parabel (4/6πγ ·
M̃ · m̃ · r̃2); blau: eine dem Verlauf der klassischen
potentiellen Energie ähnelnde Funktion (γ ·M̃ ·m̃ ·
r̃−1 + c1))
(f(r) steht stellvertretend für die abgebildeten
Funktionen)

(4 · 1068 lP ≈̂ 0,646 · 1034 m ≈̂ 0,0683 · 1019 ly)
Dies ist allerdings teilweise auch der Methodik
geschuldet. Die beiden Graphen kreuzen sich
zwangsweise, da ein gemeinsamer Punkt gewählt
wurde, um den konstanten Summanden c1 zu
bestimmen.
Bei der Betrachtung der Differenz der Graphen ist
festzustellen, dass das Annähern jedoch deutlich
später geschieht, als nach Beobachtungen des
Makrokosmos anzunehmen ist.

Angesichts der Ergebnisse zur Wellenfunktion
des Probekörpers (siehe Abschnitt 6) ist anzuneh-
men, dass lim

r→∞
Ψ(r) → 0 gilt. Dies lässt sich

durch die Voraussetzung, dass 4π · r2 ·Ψ2(r) nor-
miert sein muss, begründen. (In anderen Versuchen
könnte dies ein anderer Term, der Ψ(r) enthält,
sein. (z.B. Ψ2(r))) Somit ist das zuvor geschilder-
te asymptotische Verhalten nicht ausgeschlossen.
Vielmehr bestehen Indizien, die dieses bestätigen.

Wie Abbildung 7 und Abbildung 8 ebenfalls
zu entnehmen ist, verläuft Epot(r) anfangs nahe-
zu parabelförmig. Obgleich es in Abbildung 5 an-
ders erscheinen mag, ist daraus zu schließen, dass
der Ausdruck Ψ2(r) für kleine r nahezu konstant
ist. Dies mag sicherlich auch daran liegen, dass
für kleine r: r−2 einen signifikanteren Einfluss
auf den Verlauf des Potenzials hat, als der Term
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Abbildung 8: Differenz zwischen der potentiellen
Energie einer Neutronenmasse in ihrem eigenen
Gravitationsfeld im 3-dimensionalen Raum und
zwei Näherungen dieser Funktion (siehe auch Ab-
bildung 7)
(f(r) steht stellvertretend für die abgebildeten
Funktionen)

∫ r
0 4π ·M · x2 ·Ψ2(x) ·m dx.

Es konnten also zwei scheinbar gute Näherun-
gen für den Verlauf der potentiellen Energie einer-
seits für kleine Radien r und andererseits für große
Radien r gefunden werden. Diese beiden Funktio-
nen deuten auf einen oberen, sowie einen unteren
Grenzwert für die potentielle Energie hin, anders
als es im klassischen Term der potentiellen Ener-
gie ist (siehe Gleichung 11).

Eine Zusammenführung dieser beiden Näherun-
gen, wie auch eine Näherung für den Übergang
von der ersten zur zweiten Näherung werden hier
nicht weiter betrachtet.

8. Probleme
Der eulersche Polygonzug ist eine mögliche Feh-
lerquelle. Da der maximal evaluierte Radius r,
sowie der ermittelte Energieeigenwert E jedoch
bis zu einer gewissen Schrittweite kaum mit der
Veränderung der Schrittweite des Polygonzugs
schwankt (siehe Tabelle 2 und Abbildung 9), kann
davon ausgegangen werden, dass das Ergebnis na-
he an der exakten Funktion liegt.

Auch die Tatsche, dass in dieser Differential-
gleichung nur die Gravitation berücksichtigt wur-
de und keine andere Wechselwirkung, wie die star-
ke Wechselwirkung, kann zu den beobachteten
Abweichungen von der Realität führen.

Zudem wurde hier kein Raum mit sehr hoher
Dichte betrachtet, wie er zu Anfang des Univer-
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Schrittweite
des Polygonzug rmax

1 · 1061 lP 6,45 · 1068 lP
1 · 1062 lP 6,47 · 1068 lP
1 · 1063 lP 6,77 · 1068 lP
1 · 1064 lP 5,80 · 1068 lP
1 · 1065 lP 4,90 · 1068 lP
1 · 1066 lP 4,05 · 1068 lP

Tabelle 2: maximal evaluierter Radius der Simu-
lation rmax (gerundet auf zwei Dezimalstellen)
in Abhängigkeit von der Schrittweite; ausgegan-
gen wird von gleichen Parametern (Energieeigen-
wert: 1,84 · 10−117 EP , Ψ̃(0): 1,24 · 10−205, Mas-
se: 7,70 · 10−20 mP )

sums bestand, sodass die Gravitation in diesem
Versuchsaufbau möglicherweise auch in der Rea-
lität kaum eine Rolle spielt.

Die genannten nicht berücksichtigten Aspekte
führen wahrscheinlich auch zu der unrealistischen
Ausdehnung des ermittelten Gravitationspotenzi-
als.

9. Verschiedene Massen
Aus der DGL kann hergeleitet werden, dass

Epot − E ∼ m5 (12)

ist. Es folgt also, dass 5
√
Epot − E linear abhängig

von m ist.
Diese Beziehung kann genutzt werden, um die

entwickelte Simulation weiter zu testen.
Ein Parameter, welcher dabei zu beachten ist, ist

die Schrittweite der Simulation. Diese Schrittweite
hängt unter anderem mit dem Rechenaufwand der
Simulation zusammen und ist alleine deshalb nicht
so klein wie möglich gewählt (siehe Abschnitt 3).
Wie in Abbildung 9 zu sehen ist, spielt dieser Fak-
tor bei dieser Implementation der Simulation eine
zunächst vernachlässigbar kleine Rolle.

Grundsätzlich benötigt die Simulation für klei-
nere Massen bei gleicher Schrittweite mehr Zeit,
um eine Simulation durchzuführen. Das meint,
dass ein Abbruchkriterium der Simulation bei ih-
nen später (höheres r) erreicht wird, als bei höhe-
ren Massen. Dies liegt an einer breiteren Wellen-
funktion, sodass sie erst später in die Nähe von 0
kommt.

Wie Abbildung 9 zu entnehmen ist, ist der
oben beschriebene Zusammenhang (siehe Glei-
chung 12) auch in den Ergebnissen der Simulation
festzustellen. Mit einem mittleren absoluten Fehler
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Abbildung 9: Vergleich der ermittelten Werte
für von Ẽpot(r̃max) − E in Abhängigkeit von
der gewählten Masse bei verschiedenen zeitlichen
Abbruchkriterien (blau: 100 ms/Simulation, rot:
50 ms/Simulation); Kreise und Punkte sind er-
mittelte Werte der Simulation; gestrichelte Linien
stellen eine lineare Regression dar

von ca. 9,49 · 10−27 EP
1/5 der blauen Messpunkte

und ca. 1,39 · 10−26 EP
1/5 der roten Messpunkte,

liegen beide Messreihen näherungsweise auf je ei-
ner Geraden, die sich jedoch auch nur geringfügig
unterscheiden.

Die Simulation scheint also theoretischen Be-
trachtungen standzuhalten.

Dies kann anhand anderer proportionaler Zu-
sammenhänge, wie

Ψ(0) ∼ m 9
2 (13)

σΨ ∼ m−3 (14)

weiter bestätigt werden, wie Korrelationskoeffizi-
enten von meist > 0, 999 aufzeigen.

Die Ergebnisse der Tests werden zusätzlich
durch leichte Streuungen der Messpunkte (siehe
Abbildung 9) gestützt, da somit davon ausgegan-
gen werden kann, dass die untersuchten propor-
tionalen Verhältnisse nicht direkt, aber auch nicht
indirekt (über die Verbindung mehrerer Schritte),
in der Implementierung des Algorithmus enthalten
sind.

10. Zusammenfassung
Die modifizierte Schrödinger-Newton Gleichung
konnte durch das hier angewandte numerische Ver-
fahren gelöst werden. Diese Gleichung ist jedoch
wenigstens für ein Neutron nicht repräsentativ. An-
dere Potenziale, wie das der starken Kernkraft,
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scheinen notwendig zu sein, um ein solches Teil-
chen näherungsweise realistisch beschreiben zu
können. Daher kann nicht überprüft werden, ob die
Schrödinger-Newton Gleichung einen heute mess-
baren Sachverhalt für Aufgaben der Physik präzise
genug beschreiben kann.

Eine numerische Lösung dieser DGL ist jedoch
grundsätzlich möglich. Dabei sind ihre Ergebnisse
im Einklang mit theoretischen Betrachtungen der
DGL, was es für möglich erscheinen lässt, dass ei-
ne hohe Präzision möglich ist.

11. Anwendungskontext
Diese Untersuchung findet im Rahmen einer Ju-
gend forscht Gruppe statt. Dort untersuchen wir
die Struktur und die Zeitentwicklung des frühen
Universums durch eine Kombination der Quan-
tenphysik und der allgemeinen Relativitätstheorie
einschließlich Gravitation [2, 15, 18, 3, 5, 9]. Das
frühe Universum hat eine so hohe Dichte, dass die
Zustände durch die hier numerisch erzeugten Lö-
sungen genau charakterisiert werden [4, 6]. Da-
her stützt diese numerische Untersuchung unsere
Analysen und wird in Zukunft wohl weitere Er-
kenntnisse ermöglichen. Parallel zu dieser numeri-
schen Untersuchung berichten wir in diesem Jahr
in dieser Zeitschrift über drei weitere Ergebnisse:
eine Dichtegrenze, eine kosmische Entfaltung und
den Ursprung von Energie einschließlich Masse im
Universum.

So vernetzen die Lernenden die vier wesent-
lichen Basiskonzepte Energie, Wechselwirkung,
Materie sowie Wellen miteinander sowie mit der
Entwicklung des Universums [13]. Dabei ent-
wickeln die Schülerinnen und Schüler ihre pro-
zessbezogenen Kompetenzen Modellbildung, Pro-
blemlösen, Mathematisierung und Erkenntnisge-
winnung [11]. So erzielen sie eine hohe Lernwirk-
samkeit [14].
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